STATIONARY AND NONSTATIONARY RANDOM VIBRATIONS OF CABLES, PLATES AND BEAMS WITH AN APPLICATION TO OCEAN STRUCTURES by ALBERTI, FRANK PHILIP, JR.
University of New Hampshire
University of New Hampshire Scholars' Repository
Doctoral Dissertations Student Scholarship
Winter 1975
STATIONARY AND NONSTATIONARY
RANDOM VIBRATIONS OF CABLES,
PLATES AND BEAMS WITH AN
APPLICATION TO OCEAN STRUCTURES
FRANK PHILIP ALBERTI JR.
Follow this and additional works at: https://scholars.unh.edu/dissertation
This Dissertation is brought to you for free and open access by the Student Scholarship at University of New Hampshire Scholars' Repository. It has
been accepted for inclusion in Doctoral Dissertations by an authorized administrator of University of New Hampshire Scholars' Repository. For more
information, please contact nicole.hentz@unh.edu.
Recommended Citation
ALBERTI, FRANK PHILIP JR., "STATIONARY AND NONSTATIONARY RANDOM VIBRATIONS OF CABLES, PLATES
AND BEAMS WITH AN APPLICATION TO OCEAN STRUCTURES" (1975). Doctoral Dissertations. 1102.
https://scholars.unh.edu/dissertation/1102
IN FO R M A TIO N  TO USERS
This material was produced from a microfilm copy of the original document. While 
the most advanced technological means to photograph and reproduce this document 
have been used, the quality is heavily dependent upon the quality of the original 
submitted.
The following explanation of techniques is provided to help you understand 
markings or patterns which may appear on this reproduction.
1. The sign or "target" for pages apparently lacking from the document 
photographed is "Missing Page(s)". If it was possible to obtain the missing 
page(s) or section, they are spliced into the film along with adjacent pages. 
This may have necessitated cutting thru an image and duplicating adjacent 
pages to insure you complete continuity.
2. When an image on the film is obliterated with a large round black mark, it 
is an indication that the photographer suspected that the copy may have 
moved during exposure and thus cause a blurred image. You will find a 
good image of the page ir the adjacent frame.
3. When a map, drawing or chart, etc., was part of the material being 
photographed the photographer followed a definite method in 
"sectioning" the material. It is customary to begin photoing at the upper 
left hand corner of a large sheet and to continue photoing from left to 
right in equal sections with a small overlap. If necessary, sectioning is 
continued again — beginning below the first row and continuing on until 
complete.
4. The majority of isers indicate that the textual content is of greatest value, 
however, a somewhat higher quality reproduction could be made from 
"photographs" if essential to the understanding of the dissertation. Silver 
prints of "photographs" may be ordered at additional charge by writing 
the Order Department, giving the catalog number, title, author and 
specific pages you wish reproduced.
5. PLEASE NOTE: Some pages may have indistinct print. Filmed as 
received.
Xerox University Microfilms
300 North Zeeb Road
Ann Arbor, M ichigan 48106
ALBERTI, Frank Philip, Jr., 1943-
STATIONARY AND NONSTATIONARY RANDOM VIBRATIONS 
OF CABLES, PLATES AND BEAMS WITH AN 
APPLICATION TO OCEAN STRUCTURES.
University of New Hampshire, Ph.D., 1975 
Applied Ifechanics
Xerox University Microfilms, Ann Arbor, Michigan 48106
©  1976
FRANK PHILIP ALBERTI, JR.
ALL RIGHTS RESERVED
THIS DISSERTATION HAS BEEN MICROFILMED EXACTLY AS RECEIVED.
S T A T I O N A R Y  AND N O N S T A T I O N A R Y  RANDOM V I B R A T I O N S  
OF C A B L E S ,  PL AT ES AND BEAMS WI T H AN 
A P P L I C A T I O N  TO OCEAN STRUCTURES
by
FRANK P.  A L B E R T I , J R .
B . S . C . E . ,  T u f t s  U n i v e r s i t y ,  1 9 6 5  
M . S . C . E . ,  W o r c e s t e r  P o l y t e c h n i c  I n s t i t u t e ,  1 9 6 8  
M . S . M . E . ,  N o r t h e a s t e r n  U n i v e r s i t y ,  1 9 7 3
A D I S S E R T A T I O N
S u b m i t t e d  t o  t h e  U n i v e r s i t y  o f  New H a m p s h i r e  
I n P a r t i a l  F u l f i l l m e n t  o f  
T h e  R e q u i r e m e n t s  f o r  t h e  D e g r e e  o f
D o c t o r  o f  P h i l o s o p h y  
T h e o r e t i c a l  a n d  A p p l i e d  M e c h a n i c s  
E n g i n e e r i n g  P h . D .  P r o g r a m  
D e c e m b e r  1 9 7 5
This thesis has been examined and approved.
Thesis director, Musa Yildiz, Visiting 
Professor of Engineering Physics
^ S iA A X
William Mosberg, Associate Professor c 
Mechanical Engineering
Asira Yildiz, Professor of Mechanics
______________
tBarbaros Celikk^JL, Assistant Professor of 
Mechanical Engineering





T h e  a u t h o r  w i s h e s  t o  t h a n k  h i s  a d v i s o r  P r o f e s s o r  
Mus a  Y i l d i z  f o r  h i s  g u i d a n c e ,  e n c o u r a g e m e n t  a n d  i n s i g h t  
i n  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h i s  r e s e a r c h .  He was  p a r t i c u l a r l y  
h e l p f u l  i n s u g g e s t i n g  t h e  a r e a s  o f  s t u d y  a nd  i n  f o r m u l a t i n g  
t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r m a l i s m  t o  t h e  
n o n s t a t i o n a r y  a s p e c t s  o f  t h e s e  p r o b l e m s .
T h e  a u t h o r  f o u n d  s e v e r a l  c o u r s e s  o f f e r e d  i n  t h e  
U . N . H .  g r a d u a t e  p r o g r a m  i n  t h e  M e c h a n i c s  a r e a  p a r t i c u l a r l y  
u s e f u l .  S p e c i f i c a l l y ,  t h e  a p p l i e d  m a t h e m a t i c s  s e q u e n c e  
( M . E .  781  a nd  M . E .  8 8 2 )  t a u g h t  by P r o f e s s o r s  Mus a  Y i l d i z  
a nd  B a r b a r o s  C e l i k k o l  p r o v i d e d  a c l e a r  i n s i g h t  i n t o  c o m p l e x  
v a r i a b l e  t h e o r y .
H e l p f u l  d i s c u s s i o n s  w i t h  P r o f e s s o r  A s i m Y i l d i z  o f  
t h e  M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g  D e p a r t m e n t  a nd  w i t h  P r o f e s s o r  
K o n d a g u n t a  S i v a p r a s a d  o f  t h e  E l e c t r i c a l  E n g i n e e r i n g  D e p a r t ­
m e n t  a r e  g r a t e f u l l y  a c k n o w l e d g e d .
F i n a l l y  t o  t h e  a u t h o r ' s  w i f e ,  J e a n n e ,  a s p e c i a l  
t h a n k  y ou  f o r  h e r  h e l p  i n  t y p i n g  a nd  e d i t i n g  t h i s  t h e s i s ,  
a nd  f o r  h e r  c o n s i s t e n t  s u p p o r t  a n d  e n c o u r a g e m e n t  t h r o u g h o u t .
T A B L E  OF CONTENTS
L I S T  OF T A B L E S ................................................................................................................................  v
L I S T  OF FI  GURES.....................................................................................................................  v i
NOMENCLATURE.............................................................................................................................. x
A B S T R A C T    i v
I NTRODUCT I ON ................................................................................................................................  v i
I .  THE OCEAN STRUCTURE AS A S I N G L E - DEGREE- 0 F - FREEDOM SYSTEM.  1
A.  I n t r o d u c t i o n ..............................................................................................................  1
B.  T r a n s m i s s i o n  o f  V i b r a t i o n ........................................................................  11
C.  R e s p o n s e  o f  L i n e a r  O s c i l l a t o r s  t o  I m p u l s i v e
F o r c i n g  F u n c t i o n s  ( G r e e n ' s  M e t h o d ) ................................................. 14
D.  A u t o c o r r e I  a t  i o n , S p e c t r a l  D e n s i t y ,  and  Mean
S q u a r e  R e s p o n s e .......................................................................................................  25
E.  R e s p o n s e  t o  I d e a l  W h i t e  N o i s e .............................................................  30
F.  R e s p o n s e  t o  B a n d - L i m i t e d  W h i t e  N o i s e .............................................  32
I I .  RESPONSE OF CABLES TO RANDOM FORCE F I E L D S ..........................................  36
A.  N o n s t a t i o n  a r y  Random R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  C a b l e ............ 3 6
B.  S t a t i o n a r y  R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  C a b l e  t o  a
C o r r e l a t e d  M o v i n g  T u r b u l e n t  F o r c e  F i e l d ..................................  46
I I I .  RESPONSE OF PLATES TO RANDOM FORCE F I E L D S ..........................................  58
A.  T e m p e r a t u r e  D e p e n d e n t  R e s p o n s e  o f  a V i s c o e l a s t i c
P l a t e  t o  No n s t  a t  i o n a r  y Random E x c i t a t i o n ................................ 58
B.  T e m p e r a t u r e  D e p e n d e n t  S t a t i o n a r y  R e s p o n s e  o f  a
F i n i t e  P l a t e  t o  a C o r r e l a t e d  M o v i n g  F o r c e  F i e l d   67
I V.  RESPONSE OF BEAMS TO RANDOM FORCE F I E L D S .............................................  83
A.  S t a t i o n a r y  Random R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  B e a m .....................  83
B.  S t a t i o n a r y  R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  Beam t o  a
C o r r e l a t e d  M o v i n g  F o r c e  F i e l d ...............................................................  92
C.  N o n s t a t i o n a r y  Random R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  B e a m ............. 96
V.  GRAPHS AND D I S C U S S I O N ..................................................................................................... 100
REFERENCES...................................................................................................................................... 112
APPE NDI CE S :
A.  F u n d a m e n t a l  C o n c e p t s  o f  V i b r a t i n g  S y s t e m s ............................. 116
B.  P r o b a b i l i t y  T h e o r y ,  D i s t r i b u t i o n s  a n d  A v e r a g e s ............... 129
C.  Random V i b r a t i o n  o f  B e a m s ........................................................................... 1 7 3
D.  D e r i v a t i o n  o f  t h e  P l a t e  E q u a t i o n ....................................................... 195
E.  I m p u l s e  G r e e n ' s  F u n c t i o n .............................................................................. 2 0 7
F.  D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  T e m p e r a t u r e  D e p e n d e n t  A t t e n u a t i o n  
C o n s t a n t  f o r  t h e  T r a n s v e r s e  V i b r a t i o n  o f  P l a t e s . 216
i v
N o . 
C.  1
L I S T  OF T A B L E S
A s y m p t o t i c  N a t u r a l  F r e q u e n c i e s  con and  
D e c a y  R a t e s  a  f o r  H i g h - F r e q u e n c y  Beam 
V i b r a t  i o n s ..................................................................................
P a g e
1 7 9
v
L I S T  OF FI  GURES
1. 1 T y p i c a l  Oc e a n  S t r u c t u r e ,  ( b )  S i n g  I e - D e g r e e -
o f - F r e e d o m  S p r i n g - M a s s  S y s t e m ,  ( c )  F r e e  B o d y . . . .  1
1 . 2 The  F r e q u e n c y  R e s p o n s e  F u n c t i o n ,  G ( c o ) ..............................  8
1 . 3 C o m p o n e n t s  o f  G(co)  V i e w e d  as  a V e c t o r ..............................  10
1 . 4 P a r t i c u l a r  and  H o m o g e n e o u s  P a r t s  o f  t h e  R e s p o n s e  11
1 . 5 F o r c e  T r a n s m i s s i o n  T h r o u g h  S u p p o r t s ..................................... 11
1 . 6  T r  a n sm i s s i b i I i t  y v s .  go/ go ................................................................. 13' n
1 . 7 U n i t  S t e p  F u n c t i o n  and  I m p u l s e  F u n c t i o n .........................  15
1 . 8  R e s p o n s e  t o  a S t e p  F u n c t i o n  f o r  C a s e s  o f  Low
and  Z e r o  D a m p i n g ......................................................................................... 17
1 . 9 T o t a l  R e s p o n s e  t o  I m p u l s e  F u n c t i o n  w i t h  Low
D a m p i n g ..................................................................................................................  19
1 . 1 0  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a F u n c t i o n  as  a S e r i e s  o f
I m p u l s e s ...............................................................................................................  20
1 . 11  R e s p o n s e  t o  an E x p o n e n t i a l l y  D e c a y i n g  F o r c i n g  
F u n c t i o n  f o r  T h r e e  D i f f e r e n t  C o m b i n a t i o n s  o f
t h e  D a m p i n g  P a r a m e t e r s ,  3  a n d  y .............................................. 24
1 . 1 2  R e s p o n s e  S t a t i s t i c s  f o r  t h e  S i n g l e - D e g r e e - o f -
F r e e d o m  Mo d e l  w i t h  W h i t e  N o i s e  E x c i t a t i o n .................  31
1 . 13 P l o t  o f  t h e  F u n c t i o n  G i v e n  by  E q u a t i o n  ( 1 . 6 2 ) . . .  33
1 . 1 4  P o w e r  S p e c t r a l  D e n s i t i e s  f o r  a N a r r o w  Band  I n p u t
S ^ C o o ) ,  and  t h e  R e s p o n s e  S ( t o )  o f  a S i n g l e -  
D e g r e e  - o f - F  r e e  dom S y s t e m .................................................................. 34
11 . 1  R e g i o n  f o r  I n t e g r a t i o n  o f  S p a c e  V a r i a b l e s ...................  51
I V .  1 The  B e r n o u l l i - E u l e r  Beam M o d e l ..................................................  83
V. 1  G r e e n ' s  F u n c t i o n  v s .  T i m e ................................................................. 103
V . 2 Re a l  P a r t  o f  G r e e n ' s  F u n c t i o n  v s .  T i m e ............................  103
V . 3  I m a g i n a r y  P a r t  o f  G r e e n ' s  F u n c t i o n  v s .  T i m e   104
V . 4  I m a g i n a r y  P a r t  o f  G r e e n ' s  F u n c t i o n  v s .  F r e q u e n c y  104
v i







V . 1 0
V . 1 1
V . 1 2
V . 1 3
V . 1 4
V . 1 5
V . 1 6
V . 1 7
V . 1 8
Re a l  P a r t  o f  G r e e n ' s  F u n c t i o n  v s .  F r e q u e n c y
A b s o l u t e  V a l u e  o f  G r e e n ' s  F u n c t i o n  v s .  F r e q u e n c y
N o r m a l i z e d  r ms  R e s p o n s e  t o  t h e  C o r r e l a t e d  N o i s e  
M o d u l a t e d  by  a R e c t a n g u l a r  S t e p  F u n c t i o n ....................
No r ma I  i z e d  r ms 
M o d u l a t e d  by  a
U n i t  Im p u 
P l a t e  f o r  
a n d  £ = 0
U n i t  I mp u 
P l a t e  f o r  
a n d  £ = 0
U n i t  Imp u 
P l a t e  f o r  
a n d  £ = 0
U n i t  I m p u 
P l a t e  f o r  
a n d  £ = 0
U n i t  I mp u 
P l a t e  f o r  
£ = 0 . 0 2 6
U n i t  I mp u 
P l a t e  f o r  
a n d  £ = 0
U n i t  I mp u 
P l a t e  f o r  
a n d  £ = 0
U n i t  I mp u 
P I a t e  f o r  
a n d  £ = 0
U n i t  I m p u 
P l a t e  f o r  
a n d  £ = 0
U n i t  I m p u 
P l a t e  f o r  
£ = 0 . 0 7 8
R e s p o n s e  t o  t h e  
U n i t  S t e p  E n v e l o p e
Wh
se R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  
a S l i c e  A c r o s s  t h e  P l a t e  
0 2 6  ....................................................
se R e s p o n s e  o f  
a S l i c e  A c r o s s  
0 2 6   .
a F i n i t e  
t h e  P l a t e
se R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  
a S l i c e  A c r o s s  t h e  P l a t e  
0 2 6  ....................................................
se  R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  
a S l i c e  A c r o s s  t h e  P l a t e  
0 2 6  ....................................................
se  R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  
a S l i c e  A c r o s s  t h e  P l a t e
se  R e s p o n s e  o f  
a S l i c e  A c r o s s  
0 7 8  .............................
a F i n i t e  
t h e  P l a t e
se  R e s p o n s e  o f  
a S l i c e  A c r o s s  
0 7 8  .............................
a F i n i t e  
t h e  P l a t e
se  R e s p o n s e  o f  
a S l i c e  A c r o s s  
0 7 8  .............................
a F i n i t e  
t h e  P l a t e
se  R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  
a S l i c e  A c r o s s  t h e  P l a t e  
0 7 8  ....................................................
se
a
R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  
; I i c e  A c r o s s  t h e  P l a t e
t e  N o i s e  
Fu n e t i  on
V i s c o e l a s t i c  
a t  y = L / 2
y
V i s c o e I a s t  i c 
a t  y = 3L  / 8
y
V i s c o e l a s t i c  
a t  y = Ly / 4
V i s c o e l a s t i c  
a t  y = L / 8
y
V i s c o e I  a s t  i c 
a t  y = 0 and
V i s c o e l a s t i c  
a t  y = Ly / 2
V i s c o e l a s t i c  
a t  y = 3 L y / 8
V i s c o e l a s t i c  
a t  y = L y / 4
V i s c o e l a s t i c  
a t  y = L y / 8
V i s c o e l a s t i c  















L I S T  OF F I GURES ( c o n t . )
N o . Pa g e
A. 1  Un d a mp e d  S i n g I e - D e g r e e - o f - F r e e d o m  S y s t e m ,
( a )  S y s t e m  B e l o w  E q u i l i b r i u m  P o s i t i o n ,
( b )  S y s t e m  A b o v e  E q u i l i b r i u m  P o s i t i o n ............................. 117
A . 2 Damped  S i n g I e - D e g  r  e e - o  f  -  F r  ee dom S y s t e m ............................ 118
A . 3 R e s p o n s e  o f  O v e r d a m p e d ,  U n d e r d a m p e d  and
C r i t i c a l  l y  Damped S y s t e m s ............................................................... 120
A . 4 T y p i c a l l y  U n d e r d a m p e d  S y s t e m ........................................................  125
B. 1  V i b r a t i o n  R e c o r d s :  D e f l e c t i o n  o r  S t r e s s  as  a
F u n c t i o n  o f  T i m e ,  ( a )  P r e d o m i n a n t l y  D e t e r m i n i s t i c  
S i n u s o i d a l  S a m p l e ,  ( b )  P r e d o m i n a n t I y  Random
S a m p l e ........................................................................................................... . . . . . 1 3 0
B . 2  R a n d o m l y  V a r y i n g  Q u a n t i t y ,  x ( t ) ,  v s .  T i m e ...................  131
B . 3  P r o b a b i l i t y  H i s t o g r a m s .........................................................................  135
B . 4  D i s t r i b u t i o n  F u n c t i o n s  v s .  x ........................................................  138
B . 5  P r o b a b i l i t y  D e n s i t y  v s .  x ................................................................. 140
B . 6  S c h e m a t i c  R e p r e s e n t a t i o n  o f  a Random P r o c e s s
x ( t ) . Eac h  x J ( t  ) i s  a S a m p l e  F u n c t i o n  o f  t h e  
E n s e m b l e ...............................................................................    142
B . 7  S e c o n d - O r d e r  D e n s i t y  F u n c t i o n .  The  P r o b a b i l i t y
o f  a S a m p l e  w i t h  x^ b e t w e e n  x-| and  x-| + dx-j  and  
w i t h  x g  b e t w e e n  X 2  a n d  X 2  + d x 2  i s  p ( x ^ , x 2 ) d x 1 d x 2 • 1 4 5
B . 8  ( a )  Random S i g n a l  w i t h  Z e r o  Mean V a l u e ,
( b )  D i s t r i b u t i o n  F u n c t i o n ,  ( c )  P r o b a b i l i t y  D e n s i t y . 150
B . 9  T r a n s i e n t  R e s p o n s e  o f  a D y n a m i c  S y s t e m  U n d e r
Random E x c i t a t i o n .....................................................................................  172
C. 1  ( a )  S i m p l y  S u p p o r t e d  Beam,  ( b )  G e o m e t r i c a l  R e l a ­
t i o n s h i p s ,  ( c )  F o r c e s  and  M o m e n t s ........................................  174
C . 2  S p e c t r a l  D e n s i t i e s  f o r  ( a )  I d e a l  W h i t e  N o i s e ,
( b )  B a n d - L i m i t e d  W h i t e  N o i s e ......................................................  192
D. 1 P l a t e  E l e m e n t ................................................................................................... 199
v i i i
LI  ST OF F I G U R E S  ( c o n t  . )
N o . P a g e
E . 1  G r e e n ' s  F u n c t i o n  i n T i m e  D o m a i n ,  ( a )  Odd
P a r t ,  ( b )  E v e n  P a r t ,  ( c )  Sum o f  Odd and  
E v e n  Pa r t s ................................................................................................................. 2 1 3
E . 2  G r e e n ' s  F u n c t i o n  i n  F r e q u e n c y  D o m a i n ..................................  2 1 4
E . 3  A b s o l u t e  V a l u e  o f  G r e e n ' s  F u n c t i o n  i n
F r e q u e n c y  D o m a i n ..............................................................................................  2 1 5





e r f  
e ( t ) 
f  ( )
9
g ( + -+»■ )
g ' ( t - t ' ) 















mo d a l  d a m p i n g  f a c t o r
c a b l e  d a m p i n g  c o n s t a n t  a n d  wa v e  v e l o c i t y
e r r o r  f u n c t i o n
e n v e l o p e  f u n c t i o n
f u n c t i o n  o f  ( )
g r a v i t y  c o n s t a n t
r e t a r d e d  r e s p o n s e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i n t i m e  
doma i n
r e a l  e v e n  p a r t  o f  g ( t - t ' )  
i m a g i n a r y  odd p a r t  o f  g ( t - t ' )  
pI  a t e  t h  i c k n e s s  
s p r i n g  c o n s t a n t
l e n g t h  a nd  c o r r e l a t i o n  l e n g t h  f o r  m o v i n g  s o u r c e
ma s s  p e r  u n i t  l e n g t h  o r  a r e a
p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  o f  ( ) and  n o r m a l  mode
f u n c t i o n  o f  ( )
beam c r o s s - s e c t i o n a l  r a d i u s  o f  g y r a t i o n ,  s p a c e  
c o o r d i n a t e ,  a n d  r e s p o n s e  f u n c t i o n
beam e i g e n v a l u e
t i m e  c o o r d i n a t e
d i s p l a c e m e n t  i n  x - d i r e c t i o n
f l o w  v e l o c i t y  o f  s o u r c e
d i s p l a c e m e n t  i n  z - d i r e c t i o n
C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  o r  Re f z ]
C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  o r  Im L I
C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  o r  c o m p l e x  v a r i a b l e
[ z  = x + i y]
x
NOMENCLATURE ( c o n t . )
s o u r c e  c o r r e l a t i o n  a r e a  f o r  p l a t e
f l e x u r a l  s t i f f n e s s  o f  p l a t e  ( B = E h J / 1 - v ^ )
l o n g i t u d i n a l  p l a t e  s o u n d  v e l o c i t y
t r a n s v e r s e  p l a t e  s o u n d  v e l o c i t y
s p e c i f i c  h e a t  a t  c o n s t a n t  p r e s s u r e
s p e c i f i c  h e a t  a t  c o n s t a n t  v o l u m e
f o r c i n g  f u n c t i o n  c o n s t a n t  d e p e n d e n t  on t h e  
s t r e n g t h  o f  t h e  s o u r c e
e x p e c t e d  v a l u e  o f  £ ]
Y o u n g ' s  M o d u l u s  and  e n e r g y
f o r c e
G r e e n ' s  f u n c t i o n  i n  f r e q u e n c y  d o m a i n  
r e a l  e v e n  p a r t  o f  G( w)  
i m a g i n a r y  o d d  p a r t  o f  G (to ) 
s h e a r  m o d u l u s
mo me n t  o f  i n e r t i a  and  u n i t  i m p u l s e  f u n c t i o n
i m a g i n a r y  p a r t  o f  a q u a n t i t y
e x t e n s i o n a l  p l a t e  s t i f f n e s s
c o v a r i a n c e  k e r n e l  o f  p r o c e s s  j z ( t ) /  and 
pI  a t e  b u l k  mo d u I  us
l e n g t h  o f  c a b l e
t o t a l  ma s s  a n d  b e n d i n g  mo me n t
i n t e r n a l  t e n s  i l e  o r  c o m p r e s s i v e ,  i n - p l a n e  f o r c e  
p r o b a b i l i t y  o f  [  ]
p r e s s u r e  and  p r i n c i p a l  v a l u e  i n t e g r a l  
q u a l i t y  f a c t o r  ( 1 / 2 £ )  and  t r a n s v e r s e  s h e a r  
beam q u a l i t y  f a c t o r  ( ce n /  2 a  n ) 
a u t o c o r r e l a t i o n  o f  s o u r c e
NOMENCLATURE ( c o n t . )
Rx ( ) a u t o c o r r e l a t i o n  o f  r e s p o n s e
R e s ( ) r e s i d u e  o f  ( )
Re [  ]  r e a l  p a r t  o f  a q u a n t i t y
Sf  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  o f  s o u r c e
S x p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  o f  r e s p o n s e
5 s u r f a c e  o f  p l a t e  a n d  e n t r o p y
T t e m p e r a t u r e ,  t i m e ,  a n d  t o r q u e
U u n i t  s t e p  f u n c t i o n
V s t r a i n  e n e r g y  i n  b e n d i n g ,  v o l u m e  a nd  s h e a r  f o r c e
W w e i g h t
a  c o e f f i c i e n t  o f  t h e r m a l  e x p a n s i o n  a n d  r a t i o  o f
f l o w  t o  w a v e  v e l o c i t y
a m c o n v e c t i o n  f r e q u e n c y  ( a m = mr c v / L )
a n d e c a y  r a t e  o f  beam e i g e n v a l u e
a ( t )  n o i s e  f u n c t i o n
(3 d e c a y  c o n s t a n t  o f  t h e  c o r r e l a t e d  n o i s e  o r
d a m p i n g  f a c t o  r
Y d a m p i n g  p a r a m e t e r  a n d  t i m e  d i f f e r e n c e  c o o r d i n a t e
^ a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t  ( = 2con £ )
T mn e i g e n v a l u e s  o f  p l a t e  r e s p o n s e
6  D i r a c  d e l t a  f u n c t i o n
6 | j  K r o n e c k e r  d e l t a
H t h e r m a l  c o n d u c t i v i t y
e j j  s t  r a  i n t e n  s o r
2 i n t e r n a l  beam d a m p i n g  c o e f f i c i e n t s
X w a v e l e n g t h  a nd  l e n g t h  r a t i o  ( ^ / L )
mode  n u m b e r  ( n n / L )
NOMENCLATURE ( c o n t . )
h a r m o n i c  f r e q u e n c y  o f  t h e  c o r r e l a t e d  n o i s e  
d e n s i t y  p e r  u n i t  l e n g t h  o r  p e r  u n i t  a r e a
O
s t a n d a r d  d e v i a t i o n  ( a  i s  t h e  v a r i a n c e )  
s t  r e s s  t e n s o r
s t a n d a r d  d a m p i n g  f a c t o r  ( C / C ^ ) =  /  ( 2con )
p h a s e  a n g l e
t e m p o r a l  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n
i ©a r g u m e n t  o f  c o m p l e x  v a r i a b l e  ( z  = Re ) 
o r  t i m e  d i f f e r e n c e  c o o r d i n a t e
t i m e  d i f f e r e n c e  o r  s h e a r  s t r e s s
f r e q u e n c y
n a t u r a l  f r e q u e n c y
d
d a mp e d  n a t u r a l  f r e q u e n c y  ( a l s o  cun , co^  n a n d  
d i s p l a c e m e n t  v e c t o r
d i s p l a c e m e n t  and  s p a c e  d i f f e r e n c e  c o o r d i n a t e  
t e m p o r a l  me an v a l u e  
s l o p e  o f  beam 
d e l  o p e r a t o r
u n i t  s t e p  f u n c t i o n  a nd  v i s c o u s  p a r a m e t e r  
a b s o l u t e  v a l u e  
n o n s t a t i o n a r y  e x p r e s s i o n
F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n  
p l a t e  n o r m a l  mode  f u n c t i o n  
t i m e  d i f f e r e n c e  c o o r d i n a t e  
P o i s s o n ' s  r a t i o
t r a n s v e r s e  p l a t e  d i s p l a c e m e n t  i n  z - d i r e c t i o n
ABSTRACT
The  mean s q u a r e  r e s p o n s e s  o f  l i g h t l y  d a mp e d  f i n i t e  
v i s c o e l a s t i c  c a b l e s  and  s i m p l y  s u p p o r t e d  p l a t e s  and  beams  
( a s s u m i n g  V o i g t  v i s c o e l a s t i c  s o l i d  m o d e l s )  t o  a s p e c i a l  t y p e  
o f  n o n s t a t i o n a r y  r a n d o m  e x c i t a t i o n  a r e  d e t e r m i n e d .  The  e x ­
c i t a t i o n  f u n c t i o n  i s  t a k e n  i n  t h e  f o r m  o f  a p r o d u c t  o f  a 
w e l l  d e f i n e d ,  s l o w l y  v a r y i n g  e n v e l o p e  f u n c t i o n ,  a n d  a p a r t  
w h i c h  p r e s c r i b e s  t h e  s t a t i s t i c a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  e x ­
c i t a t i o n .  The  l a t t e r  i s  a s s u m e d  t o  be  w h i t e  o r  c o r r e l a t e d  
as  a w i d e  b a n d  p r o c e s s .  By t a k i n g  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t h e  
s l o w  v a r i a t i o n  o f  t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n  a n d  t h e  wa v e  c h a r a c ­
t e r i s t i c s  o f  t h e  l i g h t l y  da mp e d  v i s c o e l a s t i c  m e d i u m ,  t h e  
mean  s q u a r e  n o n s t a t i o n a r y  r e s p o n s e s  ( f o r  t h e  v a r i o u s  t y p e s  
o f  e x c i t a t i o n  and  d a m p i n g  p a r a m e t e r s )  a r e  e v a l u a t e d  f o r  t h e s e  
s t r u c t u r a l  e l e m e n t s .
The s t a t i o n a r y  mean s q u a r e  r e s p o n s e s  o f  t h e  s t r u c ­
t u r a l  e l e m e n t s  m e n t i o n e d  a b o v e  a r e  a l s o  d e t e r m i n e d  f o r  t h e  
c a s e  o f  a c o r r e l a t e d  m o v i n g  f o r c e  f i e l d .  S o u r c e  c o r r e l a t i o n s  
f o r  t h e  f o r c e  f i e l d s  d e a l  w i t h  t h e  e x p e c t e d  l o s s  o f  c o r r e l a ­
t i o n  ( d u e  t o  f l o w  v i s c o u s  l o s s  and  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  new 
r a n d o m  c o m p o n e n t s )  by  a s s u m i n g  a " m o d i f i e d "  e x p o n e n t i a l l y  
d e c a y i n g  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n .
C o i n c i d e n c e  e f f e c t s  a r e  f o u n d  t o  a p p e a r  b e t w e e n  t h e  
f l o w  v e l o c i t y  o f  t h e  f o r c i n g  f i e l d  a n d  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  
r e s p o n s e  w a v e s .  Th e  l a r g e r  t h e  d a m p i n g ,  h o w e v e r ,  t h e  m o r e
x i v
d i m i n i s h e d  i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  c o i n c i d e n c e  e f f e c t s  w h i c h  
a p p e a r .  E x a c t  r e s u l t s  a r e  c a l c u l a t e d  n o t  o n l y  f o r  t h e  o n e ­
d i m e n s i o n a l  c a b l e  a nd  beam b u t  a l s o  f o r  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  
p l a t e  ( p r e v i o u s l y  s i m p l y  a p p r o x i m a t e d ) .  A l l  r e s u l t s  a r e  
s h o wn  t o  be c o n s i s t e n t  w i t h  e a r l i e r  r e s u l t s .
x v
I NTRODUCTI  ON
A n u m b e r  o f  r e c e n t  p a p e r s  ( 1 ,  2 ,  3 ,  8 ,  10)  h a v e
c o n s i d e r e d  t h e  r e s p o n s e  o f  d y n a m i c  s y s t e m s  t o  r a n d o m e x c i ­
t a t i o n .  H o w e v e r ,  t h e  a p p r o p r i a t e  t h e o r y  i s  we I I -  k n o w n ( 4 ,  5)
f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  o f  l i n e a r  s y s t e m s  
t o  b o t h  s t a t i o n a r y  and  n o n s t a t i o n a r y  r a n d o m e x c i t a t i o n .
We c o n s i d e r ,  h e r e ,  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  o f  w a v e s  o f  v i s c o ­
e l a s t i c  s t r u c t u r a l  e l e m e n t s  t o  b o t h  s t a t i o n a r y  and  n o n s t a ­
t i o n a r y  r a n d o m  e x c i t a t i o n .
The  n o n s t a t i o n a r y  r a n d o m  e x c i t a t i o n  i s  o f  t h e  f o r m :  
s ( t )  = e ( t )  a ( t )  
w h e r e  e ( t )  i s  a w e l l - d e f i n e d  e n v e l o p e  f u n c t i o n  and a ( t )  i s  t h e  
G a u s s i a n  n a r r o w  b a n d  s t a t i o n a r y  s t a t i s t i c a l  p a r t  o f  t h e  e x ­
c i t a t i o n  w h i c h  h a s  z e r o  me a n .  The  n o n s t a t i o n a r y  p r o c e s s  i s  
g e n e r a t e d  by m u l t i p l y i n g  t h e  s a m p l e  f u n c t i o n s  f r o m  a s t a ­
t i o n a r y  p r o c e s s  a ( t )  and  t h e  d e t e r m i n i s t i c  f u n c t i o n  e ( t ) .
The  mean s q u a r e  r e s p o n s e  i s  d e v e l o p e d  i n  t e r m s  o f  
t h e  v i s c o e l a s t i c  me d i u m f r e q u e n c y  r e s p o n s e  f u n c t i o n  ( o r  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  i n  f r e q u e n c y  d o m a i n )  and  g e n e r a l i z e d  s p e c t r a l  d e n ­
s i t y  f u n c t i o n  o f  t h e  i n p u t  e x c i t a t i o n .  B o t h  w h i t e  n o i s e  
a n d  n o i s e  w i t h  an e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  h a r m o n i c  c o r r e l a ­
t i o n  f u n c t i o n  a r e  e x t e n d e d  t o  i n c l u d e  a r e c t a n g u l a r  s t e p  
e n v e l o p e  f u n c t i o n .
F u r t h e r  d i s c u s s i o n  i n t o  t h e  n a t u r e  and  n e e d  f o r  mo r e  
c o m p l e t e  e x p r e s s i o n s  f o r  b o t h  s t a t i o n a r y  and  n o n s t a t i o n a r y
x v  I
r e s p o n s e  f u n c t i o n s  f o r  o c e a n  s t r u c t u r e s  i s  s e t  f o r t h  i n  
S e c t i o n  I ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  n a t u r e  by w h i c h  t h e  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  m e t h o d  c a n  be  c o u p l e d  w i t h  F o u r i e r  a n a l y s i s  t o  
y i e l d  t h e  d e s i r e d  r e s u l t s .
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SECTI ON I
F ( t )
THE OCEAN STRUCTURE AS A 
S I NGL E- DEGREE- OF- FREEDOM SYSTEM
A . I n t r o d u c t i o n  
I n o u r  i n v e s t i g a t i o n  o f  o c e a n  s t r u c t u r e s ,  we w i l l  
be i n v e s t i g a t i n g  s t r u c t u r e s  s i m i l a r  t o  t h a t  s h o wn  i n  F i g .  1 . 1 ,  
c o n s i s t i n g  o f  a p l a t f o r m ,  s u p p o r t e d  by  s e v e r a l  c y l i n d r i c a l  
l e g s .  Su c h  s t r u c t u r e s ,  c a l  l e d  " T e x a s  T o w e r s , "  a r e  u s e d  e x ­
t e n s i v e l y  f o r  o f f s h o r e  o i l  d r i l l i n g ,  o c e a n  e x p l o r a t i o n  a n d  
w e a t h e r  s t a t i o n s .  C r o s s b r a c i n g  b e t w e e n  s u p p o r t s  i s  k e p t  
t o  a m i n i m u m  i n  o r d e r  t o  m i n i m i z e  t h e  wa v e  and  c u r r e n t  f o r ­
c e s  on t h e  s t r u c t u r e .
( a )
i M "
F ( t )
( b )
S i n g I e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  
s p r i n g - m a s s  s y s t e m .
kx
c x
F ( t ) =F e o
i w t
Ty p  i c a I  o c e a n s t r u c t u r e .
F i g u r e  1. 1
( c  )
F r e e  b o d y
2Su c h  a s t r u c t u r e  i s  c o n s t a n t l y  b a t t e r e d  by  o c e a n  
w a v e s  a r r i v i n g  w i t h  f r e q u e n c y  and  s e v e r i t y .  The  l a r g e r  
t h e  n u m b e r  o f  w a v e s  w i t h  f r e q u e n c i e s  s p a n n i n g  t h e  b e n d i n g  
f r e q u e n c i e s  o f  t h e  s t r u c t u r e ,  t h e  h i g h e r  t h e  p r o b a b i l i t y  
i s  t h a t  t h e  s t r u c t u r e  wi  I I u n d e r g o  e x t r e m e  v i b r a t i o n s ,  
w i t h  p o s s i b l e  r e s o n a n c e  and  f a i l u r e .
The  f i r s t  mode  s h a p e ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  l o w e s t  
o r  n a t u r a l  b e n d i n g  mode  o f  o s c i l l a t i o n  i s  u s u a l l y  t h e  m o s t  
i m p o r t a n t  mode  f o r  o c e a n  s t r u c t u r e s  s i n c e  h i g h e r  mo d e s  
a r e  u s u a l l y  q u i c k l y  d i s s i p a t e d .  We w i l l  t h e r e f o r e  t a k e  
as  o u r  mo d e l  f o r  t h e s e  o c e a n  s t r u c t u r e s  t h e  s i n g I e - d e g  r e e -  
o f - f  r e e d o m  s y s t e m .  The  mode  s h a p e  i s  a l s o  s h o wn  i n t h e  
F i g u r e .  The  d i s p l a c e m e n t  x o f  t h e  p l a t f o r m ,  a s s u me d  t o  
r e m a i n  h o r i z o n t a l  d u r i n g  m o t i o n ,  i s  t h e  same as  t h e  d i s p l a c e ­
m e n t  f o r  t h e  e q u i v a l e n t  s p r i n g - m a s s  s y s t e m  s h o wn  i n  F i g .  l b .  
The  u n d a mp e d  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s t r u c t u r e  and  o f  t h e  
e q u i v a l e n t  s p r i n g - m a s s  s y s t e m  i n  w a t e r  i s :
c o = ( k / m ) ? ( 1 . 1 )n
w h e r e  k i s  t h e  s p r i n g  c o n s t a n t  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  s t r u c ­
t u r a l  s t i f f n e s s .  The  ma s s  m i s  a c o m p o s i t e  o f  t h e  p l a t ­
f o r m  m a s s ,  t h e  l e g  m a s s ,  and  a p o r t i o n  o f  t h e  w a t e r  mas s  
w h i c h  i s  mo v e d  by  t h e  l e g s  d u r i n g  v i b r a t i o n s .  The v a l u e
o f  rn c a n  be c a l c u l a t e d  f r o m  Eq .  ( 1 . 1 )  i f  k and  co a r e  k n o w n .n
The  v a l u e  o f  k c a n  be f o u n d  by e m p l o y i n g  t h e  a p p r o x i ­
m a t e  m e t h o d  d i s c u s s e d  by T i m o s h e n k o  ( 1 9 5 6 )  ( 1 4 ) .  The  e l a s ­
t i c  d e f l e c t i o n  c u r v e  f o r  o n e  l e g ,  i n  t e r m s  o f  t h e  s y m b o l s  
i n  F i g .  1 . 1 ,  c a n  be a p p r o x i m a t e d  b y :
3F 1 , , Ttz i ( 1 . 2 )
—  -------------------- (1 -  C O S  -7 5 - )
w h e r e
5 ~ 24  E l  1 -  a  J?
: a  = - W. £ -  ; E = Y o u n g ' s  M o d u l u s ;  I  = l e g  mo me n t
n 2 E l
o f  i n e r t i a ;  3F = t o t a l  h o r i z o n t a l  s t a t i c  f o r c e  on t h e  p l a t ­
f o r m  a l o n g  x ;  3W = t o t a l  p l a t f o r m  w e i g h t .
The  v a l u e  o f  k i s  d e t e r m i n e d  f r o m  Eq.  ( I . 2 )  u s i n g  
t h e  r e l a t i o n s h i p  k = F / x ,  w h e r e  x i s  t h e  v a l u e  o f  g a t  z = $  
I t  f o l l o w s  t h a t :
k = 1 2 E I  (1 .  _wii) ( 1 . 3 )
J^3 ti 2 EI
w h i c h  i s  t h e  s p r i n g  c o n s t a n t  f o r  t h e  w h o l e  s t r u c t u r e  as 
w e l l  as  f o r  o n e  l e g ,  as  l o n g  as  t h e  s t i f f e n i n g  e f f e c t s  o f  
t h e  c r o s s b r a c i n g  b e t w e e n  p l a t f o r m  l e g s  c a n  be a s s u me d  n e g ­
l i g i b l e .  N o t e  t h a t  k d e c r e a s e s  as  W i n c r e a s e s ,  and  t h a t
o 9
when W = tx EI / , t h e  c r i t i c a l  E u l e r  b u c k l i n g  l o a d  f o r  e a c h  
l e g ,  t h e  s t i f f n e s s  g o e s  t o  z e r o .
N e x t  we w i l l  c a l c u l a t e  t h e  u n d a mp e d  n a t u r a l  f r e ­
q u e n c y  oo0 w h i c h  t h e  s t r u c t u r e  w o u l d  h a v e  i f  i t  v i b r a t e d  
f r e e l y  w i t h o u t  t h e  e x t e r n a l  r e s i s t a n c e  o f  t h e  w a t e r  m a s s .
To do  t h i s ,  we w i l l  e m p l o y  t h e  R a y l e i g h  m e t h o d .  Vie w i l l  
a s s u me  t h a t  t h e  d e f l e c t i o n  c u r v e  f o r  t h e  s t r u c t u r e  c a n  be 
a p p r o x i m a t e d  by  t h a t  s h o wn  i n  F i g .  1. 1 and  r e p r e s e n t e d  by  
Eq . ( I  . 2 ) , o r  :
F; = £ ( z , t )  = A ( 1 -  c o s j p - )  s i n  co^t  ( 1 . 4)
w h e r e  A i s  an a r b i t r a r y  c o n s t a n t ,  t h e  a m p l i t u d e  o f  v i b r a ­
t i o n ,  and  coQ i s  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y .  The  t o t a l  p o t e n t i a l
4e n e r g y  f o r  t h e  s t r u c t u r a l  s y s t e m  c a n  be w r i t t e n  as  ( 1 3 ) :
w h e r e  t h e  f i r s t  t e r m  on  t h e  r i g h t  s i d e  o f  Eq .  ( I . 5 )  i s  
t h e  s t r a i n  e n e r g y  i n  b e n d i n g  f o r  t h e  t h r e e  l e g s ,  and  t h e  
s e c o n d  t e r m  i s  t h e  c h a n g e  i n  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f  t h e  p l a t ­
f o r m  w e i g h t ,  o r  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  p l a t f o r m  w e i g h t  and  i t s  
d e c r e a s e  i n  v e r t i c a l  h e i g h t  d u e  t o  t h e  b e n d i n g  o f  t h e  l e g s .  
T h e  ma x i mu m v a l u e  o f  V o c c u r s  a t  t h e  m o s t  e x t r e m e  d e f l e c ­
t e d  p o s i t i o n  o f  t h e  s t r u c t u r e  w h e r e  t h e  h o r i z o n t a l  v e l o c i t y  
a n d ,  t h e r e f o r e ,  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  s t r u c t u r e  i s  z e r o .  
I n t h i s  p o s i t i o n ,  s i n  u  t  = 1 ,  a n d :
The  t r a n s l a t i o n a l  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  s t r u c t u r e  
d u e  t o  t h e  m o t i o n  i n  t h e  x - d i r e c t i o n  i s  g i v e n  b y :
w h e r e  p  i s  t h e  ma s s  d e n s i t y  p e r  u n i t  l e n g t h  o f  o n e  o f  t h e  
l e g s .  The  f i r s t  t e r m  on t h e  r i g h t  i n  Eq .  ( 1 . 7 )  i s  t h e  
k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  l e g s ,  and  t h e  o t h e r  t e r m  i s  t h e  k i n e t ­
i c  e n e r g y  o f  t h e  p l a t f o r m .  Th e  ma x i mu m v a l u e  o f  T o c c u r s  
wh e n  t h e  s t r u c t u r e  i s  e x a c t l y  v e r t i c a l  , and  c o s  coQt  = 1 .
V d z ( I . 5 )
Vmax ( I . 6 )
T ( I . 7 )
U s i n g  E q s .  ( 1 . 4 )  a n d  ( 1 . 7 ) ,  t h e  r e s u l t  i s :
Tmax (1 .8 )
S i n c e  e n e r g y  i s  c o n s e r v e d  i n  t h i s  u n d a mp e d  s y s t e m :
5V = T ( 1 . 9 )max  max
Fr o m E q s .  ( 1 . 6 ) ,  ( 1 . 8 ) ,  a n d  ( 1 . 9 ) ,  t h e  u n d a mp e d
n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s t r u c t u r a l  s y s t e m ,  u n e n c u m b e r e d  
by w a t e r  m a s s ,  i s  g i v e n  b y :
■2- ( nJ£ i - w)2 __ f t  q . ____
W0 “  R I) f f l  7 7  S~ m n 4- W 1 ( 1 . 1 0 )f l  ( 0 . 3 7 5  r r^g + )
w h e r e  m^  = p j j ,  t h e  ma s s  o f  o n e  l e g ,  and  W i s  o n e - t h i r d  o f  
t h e  p l a t f o r m  w e i g h t ,  a c t i n g  on  o n e  l e g .
R e c e n t  mo d e l  t e s t s  f o r  s i n g l e ,  f l e x i b l e  c y l i n d e r s  
v i b r a t i n g  i n  w a t e r  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d  i n  o r d e r  t o  f i n d  t h e  
e f f e c t s  o f  w a t e r  on t h e  b e n d i n g  f r e q u e n c i e s .  M e a s u r e m e n t s  
i n d i c a t e  t h a t  con i s  a l w a y s  l e s s  t h a n  ooo ( 1 2 ) ,  o r :
Wr COOo ( 1 . 1 1 )
w h e r e  c v a r i e s  f r o m  0 . 5  t o  0 . 8  and  i s  i n f l u e n c e d  by  c y l i n ­
d e r  d i a m e t e r ,  t h e  end  c o n s t r a i n t s ,  and t h e  b e n d i n g  s t i f f n e s s  
The  u n d a mp e d  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s y s t e m  i n  
w a t e r  c a n  now be w r i t t e n  a s :
r i 2 E l
G) n2 = c 2 n.2 q V J j2 -  w )  = 1 2 E I  /  W $ 2 \  ( 1 . 1 2 )8 j( <0-37 5 m,g t W> m J 3 ' n 2 EI )
Now,  f o r  t h e  s t r u c t u r e  s h o wn  i n  F i g .  1 . 1 ,  when  W, 
m .j , E l ,  ^  and  c a r e  k n o w n ,  t h e  p a r a m e t e r s  cop , k and  m f o r  
t h e  e q u i v a l e n t  s i n g I e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  s y s t e m  c a n  be c a l ­
c u l a t e d  f r o m  Eq .  ( 1 . 1 2 ) .
To c o m p l e t e  t h e  m a t h e m a t i c a l  mo d e l  o f  t h e  s t r u c t u r a  
s y s t e m ,  we m u s t  c o n s i d e r  t h e  n a t u r e  o f  t h e  wa v e  f o r c e s  on
6t h e  s t r u c t u r e  and  a l s o  t h e  d a m p i n g  e f f e c t  o f  t h e  w a t e r .
W i t h  r e g a r d  t o  t h e  t i m e  v a r y i n g  n a t u r e  o f  t h e  f o r c e s ,  a 
c o n s e r v a t i v e  a s s u m p t i o n  w o u l d  be t o  t a k e  a c o m p o s i t e  m e a ­
s u r e  o f  a l l  o f  t h e  wa v e  f o r c e s  a c t i n g  on  t h e  l e g s  and a p p l y  
t h e m  as a s i n g l e  h o r i z o n t a l  f o r c e ,  F ( t ) ,  a c t i n g  on t h e  
p l a t f o r m  a s  s h o wn  i n F i g .  1 . 1 .  As s u me  t h a t  t h i s  f o r c e  h a s  
a k n o wn  t i m e  h i s t o r y .  Suc h  t r a c e s  a r e  e i t h e r  d e d u c e d  f r o m  
d i r e c t  m e a s u r e m e n t s  on e x i s t i n g  s i m i l a r  s t r u c t u r e s ,  o r  
made f r o m  wa v e  m e a s u r e m e n t s .  M o r e o v e r ,  as  we s h a l I  s e e ,  
o n l y  t h e  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t i e s  o f  F ( t )  n e e d  be k nown  t o  
o b t a i n  mean s q u a r e  r e s u l t s  ( s e e  A p p e n d i x  B ) .  The  e f f e c t  
o f  d a m p i n g  on t h e  e q u i v a l e n t  s y s t e m  c a n  be s t u d i e d  by t h e  
i n c l u s i o n  o f  a d a m p i n g  f o r c e  i n  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  
w h i c h  i s  r e p r e s e n t e d  by F i g .  1 . 1 c  and  g i v e n  b y :
mx + c x  + kx  = F ( t )  = F0 e ' “ + ( 1 . 1 3 )
w h e r e  F ( t )  = t i m e  v a r y i n g  f o r c e  on mass  m
c x  = v i s c o u s  d a m p i n g  f o r c e  ( a s s u m e d  l i n e a r )
kx  = s p r i n g  f o r c e  ( l i n e a r )
The  d i s p l a c e m e n t  m u s t  now be s e p a r a t e d  i n t o  a h o m o ­
g e n e o u s  and  a p a r t i c u l a r  p a r t :
x ~ x h o m o g . + x p a r t .  ( 1 . 1 4 )
w h e r e  t h e  h o m o g e n e o u s  p a r t  i s  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  damped  
s y s t e m  f o u n d  by  s e t t i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  e q u a l  t o  
z e r o  ( s e e  A p p e n d i x  A)  t o  o b t a i n :
x,  = x,  = e [  A s i n  co^t + B c o s  cOntl ( 1 . 1 5 )
homog h I  n J
7We m u s t  now a l s o  s o l v e  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  p a r t  by 
w r i t i n g  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  as  i n  Eq .  ( 1 . 1 3 )  a n d  l e t t i n g
x = x p a r t  = x e ' a t .
S u b s t i t u t i n g  i n t o  Eq .  ( 1 . 1 3 )  we h a v e :
F0 e i w+ = m( - co2 X e i w + ) + c ( i o o X e i co+) + k ( X e i co+)
o r  F = X ( -moo2 + c i oo + k )o
o r X = Fo_________ ( 1 . 1 6 )
k -  mco2 + c i co 
I n o r d e r  t o  r e d u c e  t h i s  t o  a d i m e n s i o n I e s s  q u a n t i t y ,  
we d i v i d e  b o t h  n u m e r a t o r  and  d e n o m i n a t o r  by  k ,  t o  o b t a i n :
F 0 / k
X = 91 ~ moo /  k + c i oo/ k
o r  X = _____________ X s t a t  i c------------- ( 1 . 1 7 )
1 -  (co/co ) 2 + j 2 £  (co/co )
n n
w h e r e  X , = F / k  i s  t h e  d e f o r m a t i o n  o f  t h i s  s y s t e m
s t a t i c  °
wh e n  F ( t )  = Fq i s  a p p l i e d  a s  a s t a t i c  l o a d  ( i . e . ,  when  co = 0
o r  e 1 w ' = 1 ) ,  and  w h e r e  con i s  t h e  u n d a mp e d  n a t u r a l  f r e q u e n c yi cot
a n d  £ i s  t h e  d a m p i n g  f a c t o r  ( s e e  A p p e n d i x  A)
The  r a t i o ,  t h e r e f o r e ,  o f  t h e  v i b r a t i o n a l  d e f l e c t i o n
X t o  t h e  s t a t i c  d e f l e c t i o n  X , ,  i n d i c a t e s  t h e  a m o u n t  o f  i n -s t
c r e a s e d  o r  d e c r e a s e d  d e f l e c t i o n  t o  be e x p e c t e d  i n  t h e  s y s t e m  
when  i t  i s  v i b r a t i n g  as  c o m p a r e d  t o  when  i t  i s  s t a t i c a l l y  
l o a d e d  w i t h  t h e  same a m o u n t  o f  f o r c e ,  F . T h i s  r a t i o  i s  
c a l l e d  t h e  m a g n i f i c a t i o n  f a c t o r  o r  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  f  u ri c -  
t  i on ( G ( to ) ) and  i s  s e e n  t o  be a f u n c t i o n  o f  b o 1 h t h e
8d a m p i n g  f a c t o r  and  t h e  r a t i o  c o / c o ^ .
G (co)
■st P - ( t o / t o  ) 2 1 +  2 i £ ( c o / c o  ) •- n J n
( 1 . 1 8 )
N o t e  t h a t  when  b o t h  t h e  v i b r a t i n g  f r e q u e n c y ,  co, i s  e q u a l  t o  
t h e  u n d a mp e d  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s y s t e m ,  con , and  d a m p ­
i n g  i n t h e  s y s t e m  i s  r e m o v e d  ( £  = 0 ) ,  t h e  d e n o m i n a t o r  i n  
E q . ( I . 18)  g o e s  t o  z e r o ,  a n d  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  f u n c t i o n
i s  i n f i n i t e .  T h e r e f o r e ,  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  v i b r a t i o n  i s  
a l s o  i n f i n i t e  and  t h e  s y s t e m  w i l l  f a i l .  Th e  p u r p o s e  o f  s u p ­
p l y i n g  d a m p i n g  t o  a s y s t e m ,  t h e r e f o r e ,  i s  p r i m a r i l y  t o  
a v o i d  s u c h  " r e s o n a n t "  f a i l u r e s .
The  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  f u n c t i o n ,  Eq .  ( 1 . 1 8 ) ,  i s  
s c h e m a t i c a l l y  p l o t t e d  i n  F i g u r e  1 . 2 ,  as  a f u n c t i o n  o f  b o t h
£ and  co/co
G ( c o )  =
1 2  3
r e s o n a n c e  f r e q u e n c y  ( c o = c o n ) 
Th e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  f u n c t i o n ,  G( t o ) .
F i g u r e  1 . 2
9F o r  da mp e d  s y s t e m s ,  r e s o n a n c e  wi  I I o c c u r  wh e n  co -  co 
H o w e v e r ,  co^ and  con ^ a r e  u s u a l  l y  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  s i n c e
n d
s y s t e m  d a m p i n g ,  and  t h e r e f o r e  £ , a r e  u s u a l l y  q u i t e  s m a l l .
The  a b s o l u t e  m a g n i t u d e  o f  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
f u n c t i o n  c a n  be f o u n d  by  m u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  o f  Eq .  ( 1 . 1 8 )  
by i t s  c o m p l e x  c o n j u g a t e  and  t a k i n g  t h e  s q u a r e  r o o t  o f  b o t h  
s i d e s ,  t o  o b t a i n :
r  / \ . X  | 1 1G ( c o ) =
Xs t ; [ i - ( M/<on >2 ] 2 + [ 2 C ( M / U n ) j 2 u  { a 2 + b 2 !
( 1 . 1 9 )
w h e r e :  r 3 !
A = | l  -  ( c o / c o  ) J ,  a nd  B = 2 £ ( c o / c o  )L n n
T h i s  m a g n i t u d e ,  i n  t u r n ,  c o u l d  be v i e w e d  as  a v e c ­
t o r  w i t h  c o m p o n e n t s  A and  B,  a t  r i g h t  a n g l e s  t o  o n e  a n o t h e r ,  
a n d  p h a s e  a n g l e  cp ( s e e  F i g .  I . 3 ) .  H e r e  t h e  a n g l e  cp i s  t h e  
p h a s e  a n g l e ,  o r  l a g ,  b e t w e e n  t h e  a p p l i e d  h a r m o n i c  f o r c e ,
F , and  t h e  v i b r a t i n g  r e s p o n s e ,  X,  and  c a n  be e x p r e s s e d  a s :
t a n  cp = B / A  = ] -  ( I . 2 0 )
1 -  ( c o / c o p )
T h e r e f o r e ,  t h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  b e c o m e s :
x = Xe 
P
i 00"1 I v I i cp i c o t~ 1 X | e e ( 1 . 2 1 )
w h i c h  i s  t h e  e q u a t i o n  f o r  a " s t e a d y  s t a t e "  v i b r a t i o n ,  o s c i l '  
l a t i n g  w i t h  c o n s t a n t  a m p l i t u d e ,  | X  |  , a t  a f r e q u e n c y ,  c o ,  and 
p h a s e  a n g l e  cp.
We c a n  now w r i t e  t h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  f o r  t h e  r e ­
s p o n s e :
1 0
B = 2 £  —
C o m p o n e n t s  o f  G(co)  v i e w e d  a s  a v e c t o r .
F i g u r e  I . 3
x = x h + x p = e " ^ n + [ A s i n  + B c o s  t o ^ t ]  +
+ \ X | e |(p e iC0+ ( I . 22 )
T h e  h o m o g e n e o u s  p a r t  o f  t h i s  s o l u t i o n  r e p r e s e n t s  
t h e  t r a n s i e n t  o r  d i s s i p a t i n g  p a r T  o f  t h e  r e s p o n s e  w h i l e  
t h e  p a r t i c u l a r  p a r t  r e p r e s e n t s  t h e  s t e a d y  s t a t e  o r  c o n t i n u ­
i n g  r e s p o n s e  o f  t h i s  f o  r e e d  v i b r a t i o n  ( s e e  F i g .  I . 4 ) .  S i n c e  
we a r e  u s u a l  l y  c o n c e r n e d  w i t h  w h a t  t h e  r e s p o n s e  w i l l  be a t  
some f u t u r e  t i m e  ( t  > > 0 ) , we w i l l  be c o n c e r n e d  p r i m a r i l y  
w i t h  t h e  p a r t i c u l a r ,  o r  s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n ,  as  t h e  t r a n ­
s i e n t  r e s p o n s e  w i l l  q u i c k l y  d i e  o u t .  I f  t h e  s y s t e m  u n d e r  
i n v e s t i g a t i o n  i s  c o m p r i s e d  o f  c e r a m i c  m a t e r i a l s  o r  c o n c r e t e  
w h i c h  f a i l  r a p i d l y  h o w e v e r ,  b o t h  t h e  t r a n s i e n t  and  s t e a d y  
s t a t e  r e s p o n s e s  m u s t  be a d d e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  f u l I  e x p e c t e d
11
d i s p l a c e m e n t .
STEADY STATE
> -  t
TRANS I ENT
P a r t i c u l a r  a nd  h o m o g e n e o u s  p a r t s  o f  t h e  r e s p o n s e .
F i g u r e  1 . 4
B . T r a n s m i s s i o n  o f V i b r a t i o n  
A n o t h e r  g e n e r a l  c a s e  o f  s y s t e m  v i b r a t i o n s  o c c u r s  
whe n  v i b r a t i o n  f o r c e s  a r e  t r a n s m i t t e d  t h r o u g h  t h e  s y s t e m ' s  
s u p p o r t s  by me a n s  o f  a d j a c e n t  d i s p l a c e m e n t s  o r  a c c e l e r a ­
t i o n s  ( s e e  F i g .  1 . 5 ) .
j k + x i
m
m
( a )  F o r c e  t r a n s m i s s i o n  
t h r o u g h  s u p p o r t s .
c ( x b - x  )
( b )  F r e e  b o d y .
F i g u r e  1 . 5
1 2
A s s u m i n g  t h a t  t h e  s u p p o r t  d i s p l a c e m e n t ,  x ^  >  x ,
a n d  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  f r e e  t o  v i b r a t e ,  we c a n  w r i t e  t h e
e q u a t i o n  o f  m o t i o n  f o r  t h i s  c a s e  as  f o l l o w s :
i cotL e t  x,  = X, e b b
and  x = x = X e ' W *" 
P
( 1 . 2 3 )
A l s o ,  f r o m  F i g .  1 . 5 b ,  u s i n g  N e w t o n ' s  s e c o n d  l a w :
F = ma
k ( x ^ - x ) + c ( x ^ - x ) = m x  ( 1 . 2 4 )
o r
mx + c x  + k x = k x .  + c x ,  ( 1 . 2 5 )b b
S u b s t i t u t i n g  f o r  x and  x , we h a v e :
, 2 . . , , s v i cot  , i , • co. v i co+( -mco + c i co + k ) X e  = ( k  + c i  ) X , eb
o r  X_ k + c ico______
X , k -  m<o'2 + c i co b
o r ,  d i v i d i n g  n u m e r a t o r  and  d e n o m i n a t o r  by  k ,  we h a v e :
X __2£ i ( co/ con )___________________
_ b = —  ((o/(0n )2 + 2 r  i ( a , /u nT  ( 1 . 2 6 )
H e r e  we s e e  t h a t  t h e  s y s t e m ' s  r e s p o n s e  i s  c o m p l e t e l y  r e ­
l a t e d  t o  t h e  amp l  i t u d e  and  f r e q u e n c y  o f  t h e  t r a n s m i t t e d  
v i b r a t i o n  a n d  t o  t h e  d a m p i n g  c o n s t a n t  and  n a t u r a l  f r e q u e n c y  
o f  t h e  s y s t e m  i t s e l f .  T h i s  r a t i o  o f  s y s t e m  r e s p o n s e  t o  t r a n s  
m i t t e d  f o r c i n g  f u n c t i o n  i s ,  l i k e  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
f u n c t i o n ,  d e p e n d e n t  on t h e  t w o  p a r a m e t e r s . ,  £ a n d  co/co . The  
m a g n i t u d e  o f  t h i s  r a t i o  i s  f o u n d  by  t a k i n g  t h e  s q u a r e  r o o t  
o f  Eq .  ( 1 . 2 6 ) ,  and  i s  c a l l e d  t h e  t r a n s m i s s i b i  I i t y  o f  t h e
1 3
s y s t e m ,  a n d  i s  d r a w n  s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g .  I . 6 .
T r a n s m i s s i b i l i t y  = I —
X k
r -
+ £2 ^ (co/^n )~j 2________
1 -  (co/co ) 2 ] 2 + [ 2 ^ (CJ/a)n ] 1
( 1 . 2 7 )
Ixl
l X b |
b i I v s
F i g u r e  1 . 6
N o t e ,  as  e x p e c t e d ,  t h a t  f o r  an u n d a mp e d  s y s t e m  
( £  = 0 ) ,  when t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n ,  co, i s  
e q u a l  t o  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  s y s t e m ,  t h e  s y s t e m  
r e s p o n s e  r e s o n a t e s  t o  i n f i n i t e  v a l u e s .  N o t e  a l s o  t h a t  i f  
t h e  r a t i o  o f  co/con e q u a l s  J T  , t h e  t r a n s m i s s i b i l i t y  o f  t h e  
s y s t e m  i s  o n l y  u n i t y  a n d ,  i n  t h i s  p a r t i c u l a r  i n s t a n c e ,  i n ­
c r e a s i n g  t h e  s y s t e m ' s  d a m p i n g  a b i l i t y  w o u l d  o n l y  d e c r e a s e
00 , d e c r e a s e  t h e  r a t i o  co/co , a n d ,  t h e r e f o r e  g r e a t l y  i n -  
n n
c r e a s e  t h e  t r a n s m i s s i b i l i t y  o f  t h e  s y s t e m ,  c a u s i n g  t h e  
s y s t e m  t o  o s c i l l a t e  m o r e  v i o l e n t l y .  I n t h i s  c a s e  and  i n
o t h e r s  I i k e  i t ,  t h e r e f o r e ,  a d d e d  d a m p i n g  c a n  h u r t  r a t h e r  
t h a n  h e l p  t h e  s y s t e m .
C . Re s pon se o f  L i n e a r  O s c i l  l a t o r s  t o  
I m p u l s i v e  F o r e  i n q F u n c t i o n s  ( G r e e n ’ s M e t h o d )
I n t h e  p r e v i o u s  d i s c u s s i o n s  we h a v e  m a i n l y  c o n s i d e r e d  
s t e a d y  s t a t e  o s c i  I l a t i o n s .  F o r  many  t y p e s  o f  p h y s i c a l  p r o b ­
l e m s ,  h o w e v e r ,  t h e  t r a n s i e n t  e f f e c t s  a r e  q u i t e  i m p o r t a n t .
I n t h i s  s e c t i o n  we s h a l l  i n v e s t i g a t e  t h e  t r a n s i e n t  b e h a v i o r  
o f  a l i n e a r  o s c i l l a t o r  w h i c h  i s  s u b j e c t  t o  a d r i v i n g  f o r c e  
t h a t  a c t s  d i s c o n t i n u o u s I y . Of  c o u r s e  a " d i s c o n t i n u o u s "  
f o r c e  i s  an i d e a l i z a t i o n ,  s i n c e  i t  a l w a y s  t a k e s  a f i n i t e  
t i m e  t o  a p p l y  a f o r c e .  F l o w e v e r ,  i f  t h e  a p p l i c a t i o n  t i m e  
i s  s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  o f  t h e  o s c i l l a t i o n ,  
t h e  r e s u l t  o f  t h e  i d e a l  c a s e  i s  a c l o s e  a p p r o x i m a t i o n  t o  
t h e  a c t u a l  p h y s i c a l  s i t u a t i o n .
The  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  mo ­
t i o n  o f  a damp e d  o s c i l l a t o r  i s :
The  g e n e r a l  s o l u t i o n ,  as  we h a v e  s e e n ,  i s  c o m p o s e d  o f  t h e  
h o m o g e n e o u s  and  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n s :
x ( t  ) = x , (1 ) + x ( t )  h p
We c a n  w r i t e  t h e  h o m o g e n e o u s  o r  c o m p l e m e n t a r y  s o l u t i o n  a s :
2
x + 2|3x + con x F ( t  )
m ( I . 2 8 )
- P t ( A .  c o s  co^t  + A 2  s i n  o ) j t ) ( I . 2 9 )e
w h e r e
( I . 3 0 )
1 5
T h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n  x ( t )  w i l l ,  o f  c o u r s e ,  d e p e n d  on 
t h e  n a t u r e  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  F ( t ) .
Two t y p e s  o f  i d e a l i z e d  d i s c o n t i n u o u s  f o r c i n g  f u n c ­
t i o n s  a r e  o f  c o n s i d e r a b l e  h e l p  and  i n t e r e s t ;  t h e s e  a r e  t h e  
u n i t  s t e p  f u n c t i o n  and  t h e  i m p u I s e  f u n c t i o n , s h o w n  i n  
F i g s .  I . 7 a  a n d  I . 7 b ,  r e s p e c t i v e l y .
F ( t )F ( t )
U ( t 0 )
t
I ( t 0 , + 1 )
( a )  U n i t  s t e p  f u n c t i o n .
o ' 1
( b )  I m p u l s e  f u n c t i o n .
F i g u r e  I . 7
T h e  u n i t  s t e p  f u n c t i o n  U i s  g i v e n  b y :
’ o ,  + <
u = ( I . 31 )
w h e r e  b i s  a c o n s t a n t  w i t h  t h e  d i m e n s i o n s  o f  a c c e l e r a t i o n ,  
a n d  w h e r e  t h e  a r g u m e n t  t  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  t i m e  o f  a p p l  i -
c a t i o n  o f  t h e  f o r c e  i s  t  -  t Q .
The  i m p u l s e  f u n c t i o n  I  may be c o n s i d e r e d  t o  be a 
p o s i t i v e  s t e p  f u n c t i o n  a p p l i e d  a t  t  = t  , f o l l o w e d  by  a
n e g a t i v e  s t e p  f u n c t i o n  a p p l i e d  a t  some l a t e r  t i m e  t ^ .  Th u s
1 6
I ( + , t  ) = U ( +  ) -  U(  + . ) 
o  1 o  1
r o ,  + -4 +
o
b , t  ✓ t  < t  ( I . 3 2 )'  o v i
0 , + > + 1
A l t h o u g h  we w r i t e  t h e  s t e p  and  i m p u l s e  f u n c t i o n s  
a s  U ( t  ) a n d  I ( t Q , t ^ )  f o r  s i m p l i c i t y ,  t h e s e  f u n c t i o n s ,  o f  
c o u r s e ,  d e p e n d  on t h e  t i m e  t  and  a r e  m o r e  p r o p e r l y  w r i t t e n  
as  U ( t , t  ) and  I ( t , t Q , t ^ ) .
R e s p o n s e  t o  a S t e p  F u n c t i o n  
F o r  t h i s  c a s e  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w h i c h  
d e s c r i b e s  t h e  m o t i o n  i s :
x + i p ' x  + co^x = b ,  + > + o ( 1 . 3 3 )
We c o n s i d e r  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  t o  be x ( t  ) = 0 ando
x ( t Q ) = 0 ,  T h e  p a r t i c u l a r  s o l u t i o n ,  t h e r e f o r e ,  i s  j u s t  a 
c o n s t a n t ,  and  e x a m i n a t i o n  o f  Eq .  ( I . 3 3 )  s h o ws  t h a t  i t  m u s t  
be X p ( t )  = b/ con . T h u s ,  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  f o r  + > t Q i s :
x ( t )  = e c o s  a)1^"*"“ ^ o ^  + ^ 2  S ' n +
+ b/c. ,2 ( |  . 34 )
A p p l i c a t i o n  o f  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  y i e l d s
A,  = -  ^  A ,  = ( I  . 3 5 )
“ n
a n d ,  o f  c o u r s e ,  x ( t )  = 0 f o r  t  < t  . ’ ’ o
1 7
I f ,  f o r  s i m p l i c i t y ,  we t a k e  t Q = 0 ,  t h e  s o l u t i o n  
c a n  be e x p r e s s e d  as
x ( t ) = — [ l  -  e _|3+ c o s  o i j t  -  P e J ’ - - s i n  c o ^ ]
co 1n
( I  . 3 6 )
T h i s  r e s p o n s e  f u n c t i o n  i s  s h o wn  i n  F i g .  1 . 8  f o r  t h e  c a s e
3 = 0 . 2  co . I t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  u l t i m a t e  c o n d i t i o n  o f  n
t h e  o s c i l l a t o r  ( i . e . ,  t h e  s t e a d y  s t a t e  c o n d i t i o n )  i s  s i m p l y
2
a d i s p l a c e m e n t  by  an a m o u n t  b /  co . r  ' n
I n t h e  e v e n t  t h a t  t h e r e  i s  no d a m p i n g ,  3 = 0 ,  and
co, = co , t h e n ,  f o r  t  = 0 ,  we h a v e :  i n o
X ( t )  = f l  -  c o s  CO t ]  - 3  = 0 ( 1 . 3 7 )
co2 L n J *
n
so  t h a t  t h e  o s c i l l a t i o n  i s  s i n u s o i d a l  w i t h  a m p l i t u d e  e x -
2
t r e m e s  x = 0 and  x = 2b/ co ( s e e  F i g .  1 . 8 ) .
n
2
2 b / c o
\ 3 = 0  . 2 co
t
R e s p o n s e  t o  a s t e p  f u n c t i o n  f o r  c a s e s  o f  l ow and  
z e r o  d a m p i n g .
F i g u r e  I . 8
1 8
R e s p o n s e  t o  an I m p u l s e  F u n c t i o n  
I f  we c o n s i d e r  t h e  i m p u l s e  f u n c t i o n  as  t h e  d i f ­
f e r e n c e  b e t w e e n  t w o  s t e p  f u n c t i o n s  s e p a r a t e d  by  a t i m e  
t  -  t Q = T t h e n  s i n c e  t h e  s y s t e m  i s  l i n e a r ,  t h e  g e n e r a l  
s o l u t i o n  f o r  t > t ^  i s  g i v e n  by t h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  t h e  
s o l u t i o n s  ( E q . I . 3 6 )  f o r  t h e  t w o  s t e p  f u n c t i o n s  t a k e n  i n d i  
v i d u a I I y :
, , ,  b f  - 3  ( t  - t n ) , , .






b I - 3 ( t - t  - T )  . .
2  § 1 — e o c o s  w ^ ( t - t 0 - T )
con
o e - P ( + - t 0 - T )
s i n  c o , ( t - t  - x ) |  ( 1 . 3 8 )co, i o
o r
- 3 ( t - t Q ) r
x ( t  ) = — --------- ----------  I e ^ T c o s  oo ( t - t  - T  ) -  c o s  coi ( t - t  )2 I 1 o '
L
Q3e
oo s i n  t - t Q- x  ) s i n  co ( t  — t  _ ) I f o r  t > t .  
Wi  1 °  J
Th e  t o t a l  r e s p o n s e  ( i . e . ,  E q s .  1 . 3 6  and  1 . 3 8 )  t o  
an i m p u l s e  f u n c t i o n  o f  d u r a t i o n  x  = 5 ( 2 t x / c o ^ ) ,  w h i c h  i s
a p p l i e d  a t  t  = t  i s  s h o wn  i n  F i g .  1 . 9  f o r  t h e  c a s e  
3 = 0 . 2  con .
I f  t h e  d u r a t i o n  x  o f  t h e  i m p u l s e  f u n c t i o n  i s  a l ­
l o we d  t o  a p p r o a c h  z e r o ,  t h e n  t h e  r e s p o n s e  f u n c t i o n  wi  I I 
b e c o me  v a n i s h i n g l y  s m a l l .  B u t  i f  we a l l o w  b — o o  a s x  — 




3 = 0  . 2 oon
t
T o t a l  r e s p o n s e  t o  i m p u l s e  f u n c t i o n  w i t h  l ow d a m p i n g .
F i g u r e  I . 9
r e s p o n s e  w i l l  be f i n i t e .  T h i s  p a r t i c u l a r  l i m i t i n g  c a s e  
i s  o f  c o n s i d e r a b l e  i m p o r t a n c e  s i n c e  i t  a p p r o x i m a t e s  t h e  
a p p l i c a t i o n  o f  a d r i v i n g  f o r c e  w h i c h  i s  a " s p i k e "  a t  
t  = t Q ( i . e . ,  x  < <  2n; / coi  ) • A " s p i k e "  o f  t h i s  t y p e  i s  u s u ­
a l l y  t e r m e d  a d e l t a  f u n c t i o n  and  i s  w r i t t e n  as  6  ( t  - 1 Q ) .
The  d e l t a  f u n c t i o n  h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  6 ( t )  = 0 f o r  t  + 0 
and  6 ( 0 )  = OO f o r  t  = 0 ,  b u t
T h e r e f o r e ,  t h i s  i s  n o t  a p r o p e r  f u n c t i o n  i n  t h e  m a t h e m a t i c a l  
s e n s e ,  b u t  i t  c a n  be d e f i n e d  a s  t h e  l i m i t  o f  a w e l l  b e h a v e d  
and  h i g h l y  l o c a l  f u n c t i o n  ( s u c h  as  a n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  o r  
G a u s s i a n  f u n c t i o n )  as  t h e  w i d t h  p a r a m e t e r  a p p r o a c h e s  z e r o ,  
and  c a n  be o f  s i g n i f i c a n t  b e n e f i t  i n  s o l v i n g  p r o b l e m s  o f  
t h e  t y p e  we a r e  now d i s c u s s i n g .
Now,  i f  we e x p a n d  Eq.  ( I . 3 8 )  and  a l l o w  x  —* 0  b u t  
w i t h  bx  = d ,  we o b t a i n :
20
x ( t ) = ~  e ^ ( + + o )  s i n  c o ^ t - t o ) ,  t  > t Q
“ 1
( I . 3 9 )
I t  i s  e v i d e n t  t h a t  as  t  b e c o me s  l a r g e ,  t h e  o s c i l l a t o r  w i l l  
r e t u r n  t o  i t s  o r i g i n a l  p o s i t i o n  o f  e q u i l i b r i u m .
The  f a c t  t h a t  t h e  r e s p o n s e  o f  a I i n e a r  o s c i  I l a t o r  
t o  an i m p u l s i v e  d r i v i n g  f o r c e  c a n  be r e p r e s e n t e d  i n  t h e  
s i m p l e  m a n n e r  o f  Eq .  ( I . 3 9 )  l e a d s  t o  a p o w e r f u l  t e c h n i q u e  
f o r  d e a l i n g  w i t h  g e n e r a l  f o r c i n g  f u n c t i o n s ,  w h i c h  was  d e ­
v e l o p e d  by  G e o r g e  G r e e n ,  a s e l f - e d u c a t e d  E n g l i s h  m a t h e m a ­
t i c i a n  ( 1 7 9 3 - 1 8 4 1 ) .  G r e e n ' s  m e t h o d  i s  b a s e d  u p o n  r e p r e ­
s e n t i n g  an a r b i t r a r y  f o r c i n g  f u n c t i o n  as  a s e r i e s  o f  i m ­
p u l s e s ,  as  s hown  s c h e m a t i c a l l y  i n  F i g .  1 . 1 0 .
F ( t )
F ( t )
F ( t )
^m+1
R e p r e s e n t a t i o n  o f  a f u n c t i o n  as a s e r i e s  o f  i m p u l s e s .
F i g u r e  1 . 1 0
2 1
I f  t h e  d r i v i n g  s y s t e m  i s  l i n e a r ,  t h e  p r i n c i p l e  o f  
s u p e r p o s i t i o n  i s  v a l i d  a n d  i t  i s  p e r m i s s i b l e  t o  e x p r e s s  
t h e  i n h o m o g e n e o u s  p a r t  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  as  t h e  
sum o f  i n d i v i d u a l  f o r c i n g  f u n c t i o n s  Fm ( t ) / m ,  w h i c h  i n  
G r e e n ' s  m e t h o d  a r e  i m p u l s e  f u n c t i o n s :
2 00 Fm ( }
x + 2 3 x + co^x = E — ---------  ( 1 . 4 0 )
m = - o o  m
OO
 ^ V  + )m = -  oo
w h e r e
I m ( t )  = K t m , t m + 1 )
b ( t  ) , t  <  t  <  t  
m m  m m+ 1
0 ,  o t h e r w i s e
( 1 . 4 1 )
The  i n t e r v a l  o f  t i m e  o v e r  w h i c h  I  a c t s  i s  t m +  ^ -  t m = x ,
~t* ha n d  t  -4. < 2 n / c o f  . Th e  s o l u t i o n  f o r  t h e  m i m p u l s e  i s ,  a c ­
c o r d i n g  t o  Eq .  ( 1 . 3 9 ) :
bm ^ m   ^ - B  ( t  -  t  )
x ( t )  = — ---------  e m s i  n w.  ( t - t )  ( I . 4 2 )m l m
+ *  tn  + T
a n d  t h e  s o l u t i o n  f o r  a l l  o f  t h e  i m p u l s e s  up t o  and  i n c l u d ­
i n g  t h e  m"f"h i m p u l s e  i s
M b m ( + m ) T  - B ( t - t  ) x ( t  ) = S —  -   e P ^ T m s i n  co T ( t - t m ) ( 1 . 4 3 )
m = -oo
t m <  t  <  t  , .m m + 1
2 2
I f  we a l l o w  t h e  t i m e  i n t e r v a l  t  t o  a p p r o a c h  z e r o  a n d  w r i t e  
t  as  t ' ,  t h e n  t h e  sum b e c o m e s  an i n t e g r a l  :
t
x ( t  ) = \  —' e -(3 ( t - t  ' ) s j n o o ( f - t ' )  d t '  ( 1 . 4 4 )
)  “ 1 1 
-  CO
We now d e f i n e
( I . 4 5 )
t h e n  s i n c e  m a ( t ' ) = F ( t ' )  ( I . 4 6 )
we h a v e
x ( t ) -  (  F ( t ' )  G ( t  , t  ' ) d t '  = F ( t ) * G ( t  ) ( I . 4 7 )
t o o
w h i c h  i s  k n o wn  as  t h e  c o n v o l u t i o n  i n t  eq r a I  e x p r e s s i o n .
The  f u n c t i o n  G ( t , t ' )  i s  k n o wn  as  t h e  G r e e n ' s  f u n c ­
t i o n  f o r  t h e  l i n e a r  o s c i l l a t o r  e q u a t i o n  ( 1 . 2 8 ) .  T h e  s o l u ­
t i o n  e x p r e s s e d  by  Eq .  ( 1 . 4 7 )  i s  v a l i d  o n l y  f o r  an o s c i l l a t o r  
i n i t i a l l y  a t  r e s t  i n  i t s  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n  s i n c e  t h e  
s o l u t i o n  w h i c h  we u s e d  f o r  a s i n g l e  i m p u l s e  ( E q .  I . 3 9 )  was 
o b t a i n e d  f o r  j u s t  s u c h  an i n i t i a l  c o n d i t i o n .  F o r  o t h e r -  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  may be o b t a i n e d  
i n  an a n a l o g o u s  m a n n e r .
G r e e n ' s  m e t h o d  i s  g e n e r a l l y  u s e f u l  f o r  t h e  s o l u t i o n  
o f  l i n e a r ,  i n h o m o g e n e o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  The  m a i n  
a d v a n t a g e  o f  t h e  m e t h o d  I i e s  i n  t h e  f a c t  t h a t  t h e  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  G ( t , t ' ) ,  w h i c h  i s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  f o r  
an i n f i n i t e s i m a l  e l e m e n t  o f  t h e  i n h o m o g e n e o u s  p a r t ,  " a l r e a d y  
c o n t a i n s  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s , "  s o  t h a t  t h e  g e n e r a l
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s o l u t i o n ,  e x p r e s s e d  by  t h e  i n t e g r a l  o f  F ( t ' )  G ( t , t ' ) ,  
a u t o m a t i c a l l y  c o n t a i n s  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a l s o .
An Ap p l  i c a t i o n  o f  G r e e n ' s  Me t  h o d . C o n s i d e r  an 
e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  f o r c i n g  f u n c t i o n  w h i c h  b e g i n s  a t  
t  = 0:
F ( t ) = F0 e ” Y+ t  >  0 ( a )
T h e  s o l u t i o n  f o r  x ( t )  a c c o r d i n g  t o  G r e e n ' s  m e t h o d  i s  
- t
Fq { —Y t  ' - R ( t - t ' )
x ( t ) = • J e e s i n  c o ^ t - t ' )  d t '  ( b )moo i
0
M a k i n g  a c h a n g e  o f  v a r i a b l e  t o  z = go ( t - t ' ) ,  we f i n d
. . .  Fo 1+ - Y t  [ ( Y - & ) / « 1] z  .x ( t )  =  r- l e e 1 1J s i n  z dz
moo. z J  
0
'1
-o o | e - e  ( c o s  co. t  -    s i n  co, t )
( y - 3 )  + co^  L 1
( c  )
T h i s  r e s p o n s e  f u n c t i o n  i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g .  1 . 11  f o r  t h r e e  
d i f f e r e n t  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  d a m p i n g  p a r a m e t e r s ,  |3 a n d  y .  
When y i s  l a r g e  c o m p a r e d  t o  3> and  i f  b o t h  a r e  smaI  I c o m p a r e d  
t o  oo , t h e n  t h e  r e s p o n s e  a p p r o a c h e s  t h a t  f o r  a " s p i k e , "
When y i s  smaI  I c o m p a r e d  t o  3> t h e  r e s p o n s e  a p p r o a c h e s  t h e  
s h a p e  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  i t s e l f ,  i . e . ,  an i n i t i a l  i n ­
c r e a s e  f o l  l o w e d  by  an e x p o n e n t i a l  d e c a y .  The  l o w e r  c u r v e  
i n  F i g .  1 . 11  s h o w s  a d e c a y i n g  a m p l i t u d e  on w h i c h  i s  s u p e r ­
i m p o s e d  a r e s i d u a l  o s c i l l a t i o n .  When 3 a n d  y a r e  e q u a l ,
E q . ( c ) b e c o me s
24
Q t
x ( t ) = ~ ~  e~ (1 -  c o s  c o . t )  ; 3 = Ymco  ^ l
T h u s ,  T h e  r e s p o n s e  i s  o s c i l l a t o r y  w i t h  a " p e r i o d "  e q u a l  t o  
2 ti / u 1 , b u t  an e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  a m p l i t u d e ,  as  s hown  i n  
t h e  m i d d l e  c u r v e  o f  F i g .  1 . 1 1 .
Fo / m
( y - 3  ) 2  + co•] 2
x ( t )
F / m 
o
( y - 3 ) 2 + “ 12
x ( t  )
,r \
I \
(3 = 0 . 2  con 
Y  =  0 . 2  con
/
/
7 V  '<■  ------
X ( t  )
R e s p o n s e  t o  an e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  f o r c i n g  f u n c t i o n  
f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  d a m p i n g  p a r a ­
m e t e r s ,  3 and  y •
F i g u r e  1 . 11
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E q s .  ( I
D . A u t o c o r r e I  a t  i o n , S p e c t r a  1 D e n s i t y  
and  Mean S q u a r e  R e s p o n s e  
S u m m a r i z i n g  p r e v i o u s  r e s u l t s ,  n o w,  we h a v e  f r o m  
. 1 8 )  and  ( 1 . 4 5 ) :
G ( co) 1
1 -  (co/co ) 2 + i 2 ^  ( oo/co )
n n
and
~ £ “ n +
q ( t  ) = L s i n  ( 1 - £  ) 2 c o t  
mto ( 1 ) 2 n
w h e r e :  £co = 3 a nd co ( 1 - £ 2 ) ? n
2 2 £ 
(co -  0 ) n
G(co)  and  g ( t )  f o r m  a t r a n s f o r m  p a i r  f o r  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  
a n d  a r e  r e l a t e d  by  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l ,  as  f o l l o w s  ( s e e
A p p e n d i x  E ) :
o o
-  i co+
q ( t ) e d t  ;G (co)
<
f g ( t  ) G(co)  i <*>t dwe —  ( I . 4 8 )  k 2n




f ( t ) e ~ ' W+ d t ;
oo
f  ( t  )
oo




x ( t ) = J  X (co) e 
-  oo
i cot dco 
2rc
i cot dco 
2 t l
( I . 49 )
F r o m t h e  c o n v o l u t i o n  e x p r e s s i o n ,  Eq .  ( I . 4 7 ) ,  w i t h  t '  r e ­
p l a c e d  by x  and l e t t i n g  t  a p p r o a c h  i n f i n i t y ,  we c a n  w r i t e :
.00




= i 9- U O
g ( T ) f ( t - t  ) d  t
X ( t ) = g ( t ) * f ( t  ) •^ -G (co) F (co) = X ( co) 
k
( I . 5 0  )
2 6
w h e r e  t h e  d o u b l e  p o i n t e d  a r r o w  ( -<— >  ) r e p r e s e n t s  t r a n s ­
f o r m a t i o n  f r o m  f r e q u e n c y  d o m a i n  t o  t i m e  d o m a i n .
Th e  a u t o c o r r e I  a t  i on  f u n c t i o n  o f  t h e  r e s p o n s e  x ( t )  
c a n  now be  w r i t t e n  a s  ( s e e  A p p e n d i x  B ) :
R ( x )  = <  x ( t  ) x ( t  + x ) ' > =  E (x ( t  ) x ( t  + x)~] 
x x  L J
oo ‘
j g ( T i ) f  ( t - T i ) d T j ; x ( t  + T)  = j 
-  oo
( 1 . 5 1 )
w h e r e :  x ( t )  = \  ) t i ] ] g ( i 2 ) f ( t  + x - T ^  ) d
-  00
o r  , - r 00
R ( x )  = <  \ (  g ( x  ) q ( x  ) f  ( t - x ,  ) f  ( t  + x - x  ) d x ,  d x „  >
x x  11 a 1 2 1 2 1 2
oo
OOIf1 oo g ( x 1 ) g ( x 2 ) R f f  ( x + x ] - x 2 ) d x 1 d x 2 ( 1 . 5 2 )
w h e r e  R f  f  ( X+X-j  - X 2  ) = < f  ( t - T l ) f ( t  + x - x 2 ) >
i s  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e  s o u r c e .
Th e  mean s q u a r e  s p e c t r a l  d e n s i t y  o f  t h e  r e s p o n s e  
( s e e  A p p e n d i x  B)  i s  now w r i t t e n  a s :
00
S ( co) = f  R ( x ) e ' W t d x  ( 1 . 5 3 )
x x  J x x
-0 0
a n d  R ( x )  f S ( c o ) e ico^ 31^ ( 1 . 5 4 )x x  J x x  2 ti
_ 00
00
f  dco i (0(  X  +  X i  - X o  )
a n d  Rf  f  ( x + X i - x 2 ) = I ~  Sf f ( co)e ( I . 5 5 )
-  00
Eq . ( I . 5 3 )  now b e c o m e s :
<» 00 oo
S x x ( 0 0 ) = |  e T d x  |  g ( x ^ ) d x ^  f  g ( x 2 ) d x 2 j  ^  S ^ C c o J eM  c icofx + x:-,--c2 )
-OO
00 00 0 0
I — i cox I dco i cox j j cox. ( _ : . .  _
1 e dx  1 2rc S ^ ( c o ) e  1 g ( x ^ ) e  dx ^  J g ( x 2 ) e  ^ d x 2
OO
- 0 0  - 0 0  . 0 0
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r  - i oox  (








00 r /* *  i
.an L - o o  •*
e I —  J  S f  f  (co) 1G ( co)  | 2 e lQ)T —  | d x  ( 1 . 5 6 )
-  oo ^  -o o
Now,  c o m p a r i n g  Eq .  ( 1 . 5 6 )  w i t h  Eq s .  ( 1 . 5 3 )  and  ( 1 . 5 4 )  we 
c a n  w r i t e :
S ( co)  = 1 = . | g ( g > ) |  2 S , , ( co)  ( 1 . 5 7 )x x  k 2 I | f t
and
R ( x )  
x x
oo
I sS (co) e x x i cox d u  2 n
00
= l j  j  ( g « 0 ) 1
2 . , i cox dco
S r (co) e —
f  f  21T ( I . 5 8 )k — co
E q s .  ( 1 . 5 7 )  a n d  ( 1 . 5 8 ) ,  t h e r e f o r e ,  r e p r e s e n t  t h e  " i n p u t -
o u t p u t  r e l a t i o n "  f o r  a u t o c o r r e l a t i o n s  and  s p e c t r a l  d e n s i t i e s .
2
N o t e  t h a t  when  i  = 0 ,  we o b t a i n  R ( 0 )  = <T x ( t ) X  t h ex x  N r
mean s q u a r e  r e s p o n s e .
S i n c e  J g ( co) |  h a s  a l r e a d y  b e e n  e v a l u a t e d  i n  Eq .  ( 1 . 1 9 ) ,  
a k n o w l e d g e  o f  t h e  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  o f  t h e  f o r c e  i s  
a l  I t h a t  i s  n e e d e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  mean s q u a r e  v a l u e  o f  
t h e  d i s p l a c e m e n t .  S^ ^ ( co )  c a n  be d e t e r m i n e d  f r o m  F ( t )  e i t h e r  
by  e l e c t r o n i c  m e a s u r e m e n t s  o r  by  a s s u m p t i o n  f r o m  e x p e r i e n c e  
b a s e d  on a n a l y s i s  o f  s o u r c e  e n s e m b l e s ( 3 2 ) .
S a mp l e N a r r o w Band  F i l t e r S q u a r i n g
F u n c t i o n C e n t e r f  r  eq u e nc y  = coQ x  ( t  ) Dev i c e
9
y = x z
y ( t  )
F ( t ) * Band  w d t  h = Aoj
L-
y ( t )
A v e r a g  i ng^ Dev  i c e
z ( t ) = / '
t - T
y ( x ) d i
M e a s u r e d  q u a n t i t y  
z ( t  )
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E l e c t r o n i c a l  l y  we c a n  d e t e r m i n e  S ^ C o o )  f r o m  F ( t )  
a s  f o l l o w s  ( s e e  d i a g r a m  on p r e v i o u s  p a g e ) :  A s a m p l e  f u n c ­
t i o n  F ( t )  i s  f i l t e r e d ,  s q u a r e d ,  and  a v e r a g e d  o v e r  a r e l a ­
t i v e l y  l o n g  i n t e r v a l  T .  The  m e a s u r e d  q u a n t i t y  z ( t )  d e p e n d s  
on  t h e  s a m p l e  f u n c t i o n  F ( t )  and  a l s o  on t h e  t h r e e  p a r a m e t e r s  
ooq , Aco and  T o f  t h e  m e a s u r i n g  s y s t e m .  I t  c a n  be s h o wn  ( 3 4 )  
t h a t  when Aco i s  s m a l l  and T i s  l o n g ,  t h e n  z i s  an a p p r o x i ­
m a t i o n  t o  A coS ^ ( coq ) w h e r e  S^( co)  i s  t h e  i n d i v i d u a l  s p e c t r a l  
d e n s i t y  o f  F ( t  ) . S t r i c t l y  s p e a k i n g ,  t h e  t r u e  s p e c t r a l  
d e n s i t y  S (co0 ) c a n  o n l y  be o b t a i n e d  by a l i m i t i n g  p r o c e s s  
i n  w h i c h  T —► oo and  t h e n  Aco -----► 0 ( t h e  o r d e r  o f  t h e  l i m i t ­
i n g  p r o c e s s e s  h e r e  c a n n o t  be i n t e r c h a n g e d  ( 3 4 ) ) .  I n p r a c ­
t i c e  when  T i s  l o n g  and Aco i s  s m a l l ,  t h e  r e a d i n g  z ( t )  i s  
a s l o w l y  v a r y i n g  q u a n t i t y  w h i c h  f l u c t u a t e s  a b o u t  t h e  d e ­
s i r e d  v a l u e  Aco S  ^ ( coQ ) .
I f  a l a r g e  n u m b e r  o f  d i f f e r e n t  s a m p l e s  F  ^ J  ^ o f  a
s t a t i o n a r y  r a n d o m  p r o c e s s ,  e a c h  o f  d u r a t i o n  T ,  w e r e  a v a i l ­
a b l e  t h e n  i t  w o u l d  be p o s s i b l e  t o  p r o c e s s  e a c h  s a m p l e  as  
we h a v e  d o n e  a b o v e ,  and  t h e n  t o  f o r m  an e n s e m b l e  a v e r a g e  
o f  t h e  z ^   ^ . I t  c a n  be s h o wn  t h a t  t h i s  r e s u l t s  i n  an a p ­
p r o x i m a t i o n  t o  A coS ^ ( coq ) w h e r e  t h e  " p r o c e s s "  s p e c t r a l  
d e n s i t y  i s  S ^ t c o ) .  A g a i n  t h e  t r u e  v a l u e  o f  S ^ ( c o Q ) i s
o n l y  o b t a i n e d  by  a d o u b l e  l i m i t i n g  p r o c e s s  i n  w h i c h  f i r s t
t h e  n u m b e r  o f  s a m p l e s  b e c o me s  i n f i n i t e  a n d  t h e n  t h e  w i d t h  
o f  t h e  f i l t e r  Aco i s  made t o  a p p r o a c h  z e r o .
When t h e  r a n d o m p r o c e s s  c a n  be t a k e n  as  e r g o d i c ,  
i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t o  h a v e  a s i n g l e  s a m p l e  f u n c t i o n  w i t h
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s u f f i c i e n t l y  l o n g  a v e r a g i n g  t i m e  T i n  o r d e r  t o  o b t a i n  a
g o o d  e s t i m a t e  o f  t h e  p r o c e s s  s p e c t r a l  d e n s i t y  S (co ) .  T h i s
f  f  o
i s  b e c a u s e ,  f o r  an e r g o d i c  p r o c e s s ,  S ^ ( c o  ) i s  i d e n t i c a l  
t o  t h e  i n d i v i d u a l  d e n s i t i e s  S^ ( co0 ) o f  t h e  r e p r e s e n t a t i v e  
s a m p l e s  o f  t h e  e r g o d i c  p r o c e s s .
I n o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  s p e c t r a l  d e n s i t y  as  a f u n c ­
t i o n  o f  co o v e r  a p r e s c r i b e d  f r e q u e n c y  r a n g e ,  i t  i s  n e c e s ­
s a r y  t o  r e p e a t  t h e  o p e r a t i o n  j u s t  d e s c r i b e d  f o r  a l a r g e  
n u m b e r  o f  f i l t e r  c e n t e r  f r e q u e n c i e s  coq , t h u s  p r o d u c i n g  t h e  
c o m p l e t e  s p e c t r u m  a u t o m a t i c a l l y  f o r  a g i v e n  s a m p l e  f u n c t i o n  
F ( t ) .
To o b t a i n  S ^ ( c o )  f r o m  F ( t )  b a s e d  on  an a n a l y s i s  
o f  s o u r c e  e n s e m b l e s  we f i r s t  d e f i n e  t h e  t e m p o r a l  a u t o c o r ­
r e l a t i o n  f u n c t i o n  ® ( x )  o f  an i n d i v i d u a l  f u n c t i o n  F ( t )  ( s e e  
A p p e n d i x  B ) :
CO





T-»CD \  F ( t  ) F ( t  + x  ) d t
' - T / 2
r ° °
S (co) = -—  \  ® ( x ) e  ' C0Tdx
1 2 n  '- oo
The  i n t  e r  p r  e t  a t  i o n o f  S^( co)  as  a t e m p o r a l  mean 
s q u a r e  s p e c t r a l  d e n s i t y  f o I  l o w s  f r o m  p u t t i n g  x  = 0 ,  and
o b t a i n i n g :  T / 2 oo
$ ( 0 )  = I im -  \  F 2 ( t  ) d t  = \  S. ( co)  dco
T-* oo T j
, -  oo
- T / 2
3 0
Th e  t o t a l  mean s q u a r e  i s  t h e  sum o v e r  a l I  f r e q u e n c i e s  
o f  S ^ ( c o ) d c o .  T h u s  S ^ ( c o )  p l a y s  t h e  r o l e  o f  a d e n s i t y  o f  d i s ­
t r i b u t i o n  o f  t h e  mean  s q u a r e  a l o n g  t h e  f r e q u e n c y  a x i s .
I n d i v i d u a l  s p e c t r a l  d e n s i t i e s  S ^ '   ^ ( c o ) c a n  be o b ­
t a i n e d  f o r  i n d i v i d u a l  s a m p l e  f u n c t i o n s  o f  a s t a t i o n a r y
r a n d o m  p r o c e s s .  I n  g e n e r a l ,  t h e s e  w o u l d  d i f f e r  f r o m  o n e  
a n o t h e r  ( a n d  a l s o  f r o m  t h e  s p e c t r a l  d e n s i t y  S ^ ( c o )  o f  t h e  
r a n d o m  p r o c e s s ) .  T h e  e n s e m b l e  a v e r a g e  o f  t h e  S ^ ' s  w o u l d ,  
h o w e v e r ,  be e q u a l  t o  S ^ C c o ) .
E [ S l  ( c o )  J =  s , , (w)f  T
F o r  an e r g o d i c  p r o c e s s  t h e  d i f f e r e n c e s  among t h e  
i n d i v i d u a l  S ^ J ^ ( c o )  d i s a p p e a r ,  and  we h a v e :
S ^ J ^ ( t o )  =  S ( c o )
f o r  a r e p r e s e n t a t i v e  s a m p l e  f u n c t i o n  x d ( t ) .
E . R e s p o n s e  t o  I d e a l  W h i t e  N o i s e
F o r  i d e a l  w h i t e  n o i s e ,  S , f ( c o )  = S = c o n s t a n t .  I nf  f  o
t h i s  c a s e ,  t h e  mean  s q u a r e  d i s p l a c e m e n t  i s ,  f r o m  E q . ( 1 . 5 8 ) ,
w i t h  x  = 0  :
oo
<  x 2 ( t )  >  = R ( 0 )  = 2 S °  f  d“\s \s
IXX 2k o
co Sn o
- ( c o 2 / c o 2 ) J 2  +  | * 2 £  ( c o / c o  ) j  2
2 ( I . 5 9 )
4 £ k
I n t e g r a t i o n s  s u c h  as  t h e s e  c a n  be f o u n d  i n  m a t h e ­
m a t i c a l  t a b l e s  o r  c a n  be p e r f o r m e d  by  t h e  m e t h o d  o f  r e s i ­
d u e s .  T h i s  r e s u l t  i s  p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e ,  s i n c e  o n e  
w o u l d  e x p e c t  s m a l I  d i s p l a c e m e n t s  f o r  s t r o n g  s p r i n g s ,  o r  
h i g h  k ,  and  f o r  h i g h  d a m p i n g  o r  l a r g e  £ .  I t  s h o u l d  be ob  
s e r v e d  t h a t  t h e  u n i t s  a r e  c o n s i s t e n t  i f  f r e q u e n c i e s  a r e  
g i v e n  i n  r a d i a n s / u n i t  t i m e .
Th e  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t  




| g (co) |
2 1
k -  (oo2 /oo2 )J + [2£(co/oo ) j  2
( I . 6 0 )
w h i c h  i s  s k e t c h e d  i n  F i g .  1 . 1 2  f o r  t h e  c a s e  o f  l i g h t  damp 
i ng ( £  = 0 . 0 5 ) .  I t  i s  n o t e d  t h a t  S (oo) r e s e m b l e s  a t y p i  
c a I  n a r r o w  b a n d  s p e c t r u m ,  w i t h  t h e  p e a k  v a l u e  a t  t h e  n a t ­
u r a l  f r e q u e n c y  oo^ .
Rx ( T )
0 00-oo nn
oo
R e s p o n s e  s t a t i s t i c s  f o r  t h e  s i n g I e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  
m o d e l  w i t h  w h i t e  n o i s e  e x c i t a t i o n .
F i g u r e  I . 1 2
32
An i n f i n i t e l y  w i d e  b a n d  e x c i t a t i o n  ( S ^  = c o n s t a n t )
i s  n e v e r  r e a l i z e d  i n  t h e  p h y s i c a l  w o r l d .  N e v e r t h e l e s s ,  t h e  
c o n c l u s i o n s  b a s e d  on t h i s  i d e a l i z a t i o n  o f t e n  p r o v i d e  a g o o d  
a p p r o x i m a t i o n  t o  x ( t )  f o r  a l i g h t l y  d a mp e d  s y s t e m .
c i e s .  S u p p o s e  t h a t  t h e  wa v e  f r e q u e n c i e s ,  and  t h e r e f o r e  t h e  
f r e q u e n c i e s  o f  F ( t ) ,  l i e  p r e d o m i n a n t l y  w i t h i n  a n a r r o w  b a n d ,  
G01 <  co £  ci>2 > arid t h a t  con l i e s  i n  t h e  m i d d l e  o f  t h i s  r a n g e .  
S u p p o s e  f u r t h e r  t h a t  S ^ C c o )  i s  i d e a l  i z e d  as  a d o t t e d  r e c ­
t a n g u l a r  f u n c t i o n .  The  mean s q u a r e  d i s p l a c e m e n t  i s  f o u n d  
f r o m  Eq.  ( I . 5 8 )  f o r  <  | o j |  <  o r
F . R e s p o n s e  t o  B a n d - L i m i t e d  W h i t e  No i se
Some deep  w a t e r  o c e a n  s t r u c t u r e s  a r e  b e i n g  p l a n n e d






( 1 . 6 1 )




1 -  (oo/con ) 2 J
+ —— — I n
1 + ( oo/con ) ^  + 2  Jl  - £  ^ (oo/oon )
( 1 . 6 2 )
1 + (oo/oon ) 2
3 3
A g r a p h  o f  Eq .  ( 1 . 6 2 )  f o r  t w o  v a l u e s  o f  Z i s  s h o wn  
i n  F i g .  1 . 1 3 .  F o r  i d e a l  w h i t e  n o i s e
1(00 , Z) - 1 ( 0 , £) = 1
a n d  f o r  l i m i + e d - b a n d  e x c i t a t i o n
1 ( ^ 2 ,  £ )  -  I ( ^ - ,  £ )  <  1 
“ l
I t  i s  c l e a r  f r o m  F i g .  1 . 1 3 ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  f a c t o r  i n
b r a c k e t s  i n  E q . ( 1 . 6 1 )  i s  o n l y  s l i g h t l y  l e s s  t h a n  o n e  as





0 . 2  0 . 5  1 . 0  1 . 5  2 . 0
co/co '  n
P l o t  o f  t h e  f u n c t i o n  g i v e n  by E q u a t i o n  ( 1 . 6 2 ) .
F i g u r e  1 . 1 3
Th e  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t  i s ,  







fl - (co2 /co2 )1 + [2£ ( co/oo )]
L n L n ■*
co < coa a n d  co > co 
1 2
-  ; ( 0 ^  ( 0< (02
( I . 6 3 )
w h i c h  i s  s k e t c h e d  i n  F i g .  1 . 1 4 .  T h i s  r e s u l t  s h o u l d  be c o m ­







P o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t i e s  f o r  a n a r r o w  b a n d  i n p u t  
S f  f  (co) , and  t h e  r e s p o n s e  Sx x (co) o f  a s i n g l e - d e g r e e -  
o f - f  r e e d o m  s y s t e m .
F i g u r e  1 . 1 4
I n o u r  f o r t h c o m i n g  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  d y n a m i c s  o f  
o c e a n  s t r u c t u r e s ,  we w i l l  be c o n c e n t r a t i n g  on t h r e e  t y p e s  
o f  s t r u c t u r a l  e l e m e n t s :  c a b l e s ,  p l a t e s  and  b e a ms .  We a r e
a b l e  t o  do t h i s  w i t h  v e r y  l i t t l e  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  s i n c e  
t h e  g e n e r a l  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  t h e s e  t h r e e  e l e m e n t s  c a n  be 
e a s i  l y  e x t e n d e d  t o  mo d e l  a m u l t i t u d e  o f  m o r e  comp I i c a t e d  
s t r u c t u r e s .  F u r + h e r m o r e ,  we w i l l  be c a l c u l a t i n g  t h e
35
s t a t i s t i c a l  mean s q u a r e  r e s p o n s e  f o r  e a c h  o f  t h e s e  t o  b o t h  
s t a t i o n a r y  and  n o n s t a t i o n a r y  t y p e s  o f  r a n d o m  i n p u t s .  T h e s e  
c a l c u l a t i o n s  and s u b s e q u e n t  r e s u l t s  ( i n  e q u a t i o n ,  t a b u l a r  
and  g r a p h i c a l  f o r m s )  w i l l  y i e l d  an e x t e n s i v e  b o d y  o f  d a t a  
up o n  w h i c h  t o  b a s e  s p e c i f i c  d e s i g n s  o f  o c e a n  s t r u c t u r e s  
s u b j e c t  t o  a n y  t y p e  o f  d y n a m i c  l o a d i n g ,  e x p e r i m e n t a l l y  r e ­
c o r d e d  o r  a s s u m e d .
3 6
SECT I ON I I
RESPONSE OF CABLES TO RANDOM FORCE F I E L DS
A.  No n s  + a t  i o n a r y  Random R e s p o n s e  o f  a_ F i n i t e  C a b l e  
E v a l u a t i o n  o f  N o n s t a t i o n  a r y  R e s p o n s e  F u n c t i o n
T h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t ,  u ,  
t o  a n o n s t a t i o n  a r y  r a n d o m s o u r c e ,  f ,  i s  g i v e n  by  t h e  r e ­
l a t i o n :  L L
w h e r e  p = ( 2 / L ) 2 s i n  k x a r e  mo d e s  o f  v i b r a t i o n s ,  a t t e n u -  K n n
a t i o n  = 2oi>n £ ,  con = c k R , c i s  t h e  s p e e d  o f  s o u n d  i n  t h e
r| ( t  — t  ' ) i s  t h e  u n i t  s t e p  f u n c t i o n .
By u s i n g  t h e  n o r m a l  mode t e c h n i q u e ,  t h e  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  c a n  be s e p a r a t e d  i n t o  t h e  s p a t i a l  and  t e m p o r a l  
comp o n e n t s  by
d x | d x ' d t ' d t '  g ( x , t  ; x ' , t ' )  
1 2  1 1 1 1
00
( 1 1 . 1 )
I f  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  o f  a c a b l e  i s
( f  / m ) ( 4TC) ( I I . 2 )
t h e n  t h e  a p p r o p r i a t e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i s  g i v e n  b y :
g ( x , t ; x ' , t ' )  = E 
n = 1
s i n  u)d ( t  - t  ' ) •
n
' n ( t ~ t ' ) / w d n ( 1 1 . 3 )
rl o  j.
c a b l e  k R = ( n n / L ) ,  £ i s  t h e  d a m p i n g ,  con = con ( 1 ) 2 and
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g ( x , t ; x T , t ’ ) = p ( x ) p r | ( x , ) g n ( t - t T ) f ( x ' , t ' )  = q ( x , ) s ( t ' ) ,
and  s ( t ' ) = e ( + ' ) a ( + ' )  ( 1 1 . 4 )
We a r e  t o  d e t e r m i n e  t h e  m e a n  s q u a r e  r e s p o n s e ,  E £ u ^ ( x , t ) ]  , 
when  e ( t ' )  i s  b o t h  a u n i t  s t e p  and  a r e c t a n g u l a r  s t e p ,  and  
a ( t ' )  h a s  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s :
R „ ( x )  = 2 n k  6 ( t )  and  R ( x )  = k e ^  l T  ^ c o s  Qx a  o a  °
( I  1 . 5 )
w h e r e  T ~ ^ 2  _ ^ 1 ‘ " ^ e ^ ' r s ~*" c o r r e l a t i o n  i s  t h a t  f o r  w h i t e
n o i s e ,  w h i l e  t h e  s e c o n d  i s  f o r  c o r r e l a t e d  n o i s e .  H e r e  we
a r e  a s s u m i n g  a o n e - d i m e n s i o n a l  f o r c i n g  f u n c t i o n ,  f ( x ' , t ' ) ,
w h o s e  s p a t i a l  p a r t  i s  p u r e l y  r a n d o m ;  t h e r e f o r e ,  q ( x ' ) q ( x "  )> =
D 6 ( x " - x ' ) .  S u b s t i t u t i n g  now i n t o  Eq .  ( 1 1 . 1 )  and  o p e r a t i n g
on t h e  d e l t a  f u n c t i o n ,  we o b t a i n :
L
u ( x , t , ) u ( x , t „  ) = ^ r f f  E E /  p ( x ) p n ( x ' ) p  ( x )p ( x ’ ) d x '  •
’ 1 2  2 1 1  n n n m mm / / m n 0
' g n ( t ^ ) g  ( t 2 ) < s ( t ] ) s ( t 2 ) ^ d t j d t 2  ( I  1 . 6 )
Now f r o m  t h e  o r t h o g o n a l  i t y  c o n d i t i o n ,  we c a n  r e p l a c e  t h e  
i n t e g r a l  o v e r  x '  w i t h  a k r o n e c k e r  d e l t a  6 m n , a n d  l e t t i n g  
m a p p r o a c h  n ,  we o b t a i n :
< u ( x , t  ) u ( x , t  ) > =  E s i n ^  k x  I f  g ( t  ) q ( t  )
^  1 2 2 n / )  n 1 n 2
m L n
' < C s ( t ) s ( t 2 ) ^ d t ^ d t 2  ( I I . 7 )




g ( t  ) s (  + - t  ) d t  = s ( t  ) * g „ ( t  ) = I dco G (co ) S ( co ) •
n 1 1 1  1 *  n ! J I n i  1
-o o
i W 1 t  1 .
' e / 2 n  ( I I . 8 )
Eq.  ( I  1 . 7 )  t h e r e f o r e  b e c o m e s :
00 , 0 0 ,
? n  ? ( d a ) 1 f  2^ u ( x , t i ) u ( x , t 2 ) > =  — 2 s i n  k n x \    1 -------
m L n 2 n  I o 2 u
• G*  (co.  ) e “  I W1 + 1 Gn (co9 ) e iC° 2 t 2 < s * (t0 ) s ( c o 9 ) >  n 1 n 2 ^ 1 2
( 1 1 . 9 )
w h e r e  G *  n ( co ^  ) and  S *  ( co ) a r e  c o m p l e x  c o n j u g a t e s  o f  G n ( co ^  ) 
a n d  S( c o ^ ) .  A f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n  i n t o  t h e  s t a t i s t i c a l  
t i m e  p a r t  o f  t h e  r e s p o n s e ,  r e p r e s e n t e d  by  t h e  t e r m  i n  
p o i n t e d  b r a c k e t s  i n  Eq.  ( 1 1 . 9 ) ,  i s  now n e c e s s a r y .
CO
i CO . t  I -  i CO ? t  9
3 1 1 e e ( t  ' ) e ( t  1 ) c n .  (t 1 ) n ( t  1 ) > d t  ' d t
2
( (  c o . t j — 9  
< C S * ( c o ^ ) S ( c o 2 ) > = j |  e   ^  ^  ( t j ) e ( t M < a ( t J ) c x ( t M > d t j d t j
-  oo
( 1 1 . 1 0 )QO
L e t :  <  a  ( 11 ) a  ( t  j , ) >  = R ^ ( x )  = J pa (co)e | U(+  2 ~ + i } ( 1 1 . 1 1 )
-  Oo
We c a n  now f i n d  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  by  l e t t i n g
t i  = t 2 = t :
2 d co r  dco






l&)1+ e ' a)2 + | d t  ' f  d t ' e ( t ' ) e ( t ' ) e ' w 1 f l’ e - fa)2 + 2
J 1 ) 2 1 2
■ QO - C O
(  dco ! “ ( + ' - + '  > , x C I I 1 9 1J 2^ :  e 2 1 p ( c o )  ( 1 1 . 1 2 )
- o o  "  a
De f  i n e :
-  ( -  i (CO-CO . ) t  J
S ( c o - c o , ) -  I d t ] e ( t ] ) e  1 1 ;
6  /  r ° °  , ( 1 1 . 1 3 )
s (co - c o ) -  f  d t  ' e ( t  ' ) e 2 2
e 2 -  j  2 2
.do
T h e s e  a r e  t h e  d e l a y e d  F o u r i e r  t r a n s f o r m s .  N o t e  t h a t  when
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co^ = co,-,, S g ( co—co  ^ ) a n d  S ^ t c o ^ - c o )  a r e  c o m p l e x  c o n j u g a t e s  o f  
o n e  a n o t h e r .  Eq .  ( 1 1 . 1 2 )  now b e c o m e s :
CD
^  u ^  ( x  , t  ) >  = ^ 2— ^  s i n ^  k n x  I I A (  t , co) |  p  (co) ( 1 1 . 1 4 )
L J 2  Tt C p ■ CLn -o o
, <»
w h e r e  A ( t , c o ,  ) = j dco G* ( co ) S (co-co ) e  ' 031 / 2 t c  . n • '  n 1 e 1
We s h a l I  now p r o c e e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  mean s q u a r e  
r e s p o n s e  by  i n v e s t i g a t i n g  Eq.  ( 1 1 . 1 4 )  f o r  v a r i o u s  e n v e l o p e  
f u n c t i o n s  and  s o u r c e  c o r r e l a t i o n s .  We s e e  f r o m  Eq .  ( 1 1 . 1 4 )  
t h a t  t h e  n o n s t a t i o n a r y  n a t u r e  o f  t h e  r e s p o n s e  c a n  be i n ­
v e s t i g a t e d  by  e x a m i n i n g  t h e  i n t e g r a l  e x p r e s s i o n  a l o n e .  We 
t h e r e f o r e l e t  ^
E f r z ( t )  I = 1 7 TT I A(  t  . co) I O ~. ( co) ; ( 1 1 . 1 5 )
and
[rn2( +)] = j 2E^ +, }|2pot(co) 
OO
<  u 2 ( x , t ) >  = Z s i n 2 k p x j  E [ r n2 ( t ) ]  ( 1 1 . 1 6 )
m L n )
U n i t  S t e p  E n v e l o p e  F u n c t i o n  
When t h e  e n v e l o p e  f u n c t i o n  e ( t )  i s  a u n i t  s t e p  f u n c ­
t i o n  d e f i n e d  by  q ( t ) ,  t h e  i n t e g r a l  r e p  r e  s e n  f a t  i on o f  t h e  
u n i t  s t e p  i s  d e f i n e d  by  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n :
i co( t  — t  ' )
(  H co + i c o ( t - t ' )  -  f d c o e
n ( t - t  ' ) = + i  \  4 ^  S_(co)e = + '  I =+ )  2 n  e )  2 n  co + i e
|  ^  ( p ( 1 /  co) +  i r t6(  co) ) e. . L . -  i co( t  - 1 ' )-  + i
( 1 1 . 1 7 )
T h e n  t h e  f r e q u e n c y  s h i f t e d  u n i t  s t e p  e n v e l o p e  t r a n s f o r m a ­
t i o n  f u n c t i o n  b e c o m e s
+ -  d / — i t  ( co- co )
Se ( o^ -co )  = + i ( + i 6(  co2 -  co) rt + -  -) = \ e  2 q+ ( t ) d t
cog -  co /
( 1 1 . 1 8 )
4 0
S u b s t i t u t i o n  o f  E q . ( 1 1 . 1 8 )  i n t o  E q . ( 1 1 . 1 6 )  and  t h e  e v a l u ­
a t i o n  o f  t h e  r e s u l t a n t  i n t e g r a l  g i v e s
| A ( t , co) | 2 = |g ( t o) | M ( t  , co) 
» n 1 1 h 1 m
( 1 1 . 1 9 )
w h e r e
2 2 ?
m ( t ,to) = i + r . ( t ) +r„ ( t ) [ 8 ~-A +.<^' ]  _ 2 r , ( t )  c o s  oat -  2 r . ( t )  
n 1 2 i  a 2 j 3 4
— s i n  cot ( I I . 2 0 )
A
( 1 1 . 2 1 )
w i t h
-  2 B t
T 1 ( t ) = e (1 + B / A  s i n  2 A t )
T ( t )  = e 2 B+ s i n 2 A t  
2
T ( t )  = e ~ ^  ( c o s  A t  + ( B / A ) s i n  A t )
3
- B t
T ( t ) = e s i n  A t
4
A = to ( 1 - £ 2 ) ^ ; B = — - co £ ;  C = co
n 2 n n
H e n c e ,  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  v i a  Eq.  ( 1 1 . 1 5 )  b e c o m e s
E [  r  2 ( t  ) 1 = 1 I G (to ) | 2 M ( t  , c o ) P ( c o ) d t o  ( 1 1 . 2 2 )
L n 1 J 1 n 1 n a
W h i t e  N o i s e  I n p u t s . I f  t h e  i n p u t  n o i s e  i s  a s s u me d  
w h i t e ,  t h e n  t h e  s p e c t r a l  d e n s i t y  f u n c t i o n  ( co)  b e c o m e s  a 
c o n s t a n t  P . Thus t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  b e c o m e s
oo
E U 2(t>] = poj k (w>t2 n P oM ( t  ,co ) dco =n ' 2
2BC
Tl  -  e ~ 2 ^ ( 1 + — s i n  2 A t  + s i n 2 A t  )1
L A a
i  t | ( I I . 2 3  )
A 1
C o r  r e  I a t e d  I n p u t  E x c i t a t i o n . I n t h i s  c a s e ,  t h e
i n p u t  e x c i t a t i o n  i s  a s s u me d  c o r r e l a t e d  a n d  i s  i n d i c a t e d  by
R ( x )  = K e ^  c o s  f i x .  T h e  s p e c t r a l  d e n s i t y  t h e n  h a s  t h e  
a o
f o r m
P (co) = K 3 ( 3 2  + n 2  + co2 ) / u ( c o 2 -co2 ) (oo2 -co2 ) ( 1 1 . 2 4 )
a  o 3 4
w h e r e  = fi  + i 3  and  co^ = - f i  + i 3 -  Upon  s u b s t i t u t i o n  o f  
t h e  s p e c t r a l  d e n s i t y  f o r  c o r r e l a t e d  n o i s e  i n  Eq .  ( 1 1 . 2 4 )  
i n t o  e x p r e s s i o n  ( 1 1 . 2 2 ) ,  t h e  mean s q u a r e  b e c o m e s
E f  r 2  ( t  )1 = K [  F L ( t ) + G  L ( t ) + F L  ( t ) - G L  ( t  ) JI. n J o L 1 1 1 2  3 3  3 4  4
( I I  . 25  )
w h e r e
L (t) =
L (t) = - r 0 ( t )  
2 2
L ( t )  =
-  r  ( t ) ] A / 2 B  
' r 2 ( + )
[ 1  + r 1 (t) + e2~A2+Q-2~^2 r 2(t)] -
3 A2
-  2 Ir-D ( t ) + T  r > i ( t ) | e  ^ c o s  f i t  -[r3(t)+A r4( + )l
V  + )
-  2 ( f i / A ) r 4 ( t ) e  |3+ s i n  f i t  
2 3 f i r 2 ( t ) / A 2 -  2[r3(t) + 3r4(t)/A"J '
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I ma  g
Q 2 + 3 2 +oo2
9 z z z 
CO  ^ ( c O ^ - G O - j )  ( 0 0 ^  - C O 2 )
l 3 / A 2 ;
G = I m a g  T ------------------- 1-----------------  1 ( I I . 2 7 )
3 *- 2 2 2 ?( — 1C — 1''0)^ 60^  ' '•CO^  Cl>2 ;
R e c t a n g u l a r  S t e p  E n v e l o p e  F u n c t i o n  
F o r  a r e c t a n g u l a r  s t e p  e n v e l o p e  f u n c t i o n  o f  d u r a ­
t i o n  t ’ , we h a v e  e ( t )  = r| ( t  ) -  r i ( t - t ' ) .  Upon  s u b s t i t u t i o n  
i n t o  E q . ( 1 1 . 1 4 ) ,  we o b t a i n  t h e  r e c t a n g u l a r  s t e p  e n v e l o p e
t r a n s f o r m a t i o n  f u n c t i o n  d e f i n e d  as
S (co„-co ) = f l - e  ' ^ 2  03 ^  j f  t i 6  (co 9  —00 ) + 1 /  i (go9 ~go ) ]  
e ^ ^ ( I I . 2 8 )
S u b s t i t u t i n g  t h e  l a s t  e x p r e s s i o n  i n t o  Eq .  ( 1 1 . 1 6 ) ,  we o b t a i n
[ A n( t , c o ) ( 2  = | Gm( c o ) | 2 [  ( t  ,co ) n  ( t  ) +  ( r   ^ ( t  ) -  M ( t  ,0 0  ) +
+ r 1 ( t - t ’ ) + [ .b£.i A,^ro^  ] [ r  2 ( t ) + r 2 ( t - t ' ) ]  -  2 [ r 3 ( t ) r 3 ( + - + ' )  + 
A2
+ (co2 / A 2 ) r 4 ( t ) r 4 ( t - f  ) ]  c o s  u t ’ + 2 (co/ a ) [  r 3 < t > r 4 ( t - t ' ) -  
-  r  ( t - t  ’ ) r  ( t ) ]  s i n  cot  * ) n ( t - t  ' ) }  ( I I . 2 9 )
F l e n c e ,  f r o m  Eq . ( 1 1 . 1 5 )  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  b e c o me s
oo
E £ r  2  ( t  ) ]  = j  do | G (co ) j 2  Pa  (co ) t  ,co ) f o r  O i  t  i  t 1 
11 - oo
ao
E f  r 2  ( t  ) ]  = J do | g (co ) I 2  P (oo ) m" ( t  ,oo ) f o r  t  > t  ' ( 1 1 . 3 0 )L n J * n • a  r
w h e r e  M ( t , c o )  i s  g i v e n  by  Eq .  ( 1 1 . 1 9 )  and  
n
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m * (  + ,co) = r t ( t )  + r ^ c t - t ' )  + ( b 2 - a 2 +co2 ) / a 2 [ r 2 ( + ) +
+ r 2( + -+’ )] - 2 ^r3(t)r3( t - t ' ) + (<o2 / a 2 )r4 (t )r4 (t-t  ') ] •
• c o s  cot '  + 2 ( u / A ) [ r 3 ( + ) r 4 ( t - t ' )  -  r 3  ( t - t  ’ ) r 4  ( t ) ]  s i n cat '
( 1 1 . 3 1  )
W h i t e  N o i s e  I n p u t  . I f  t h e  i n p u t  e x c i t a t i o n  i s  a s ­
s umed  w h i t e ,  t h e n
oo
E [ r n2 (  + ) ]  = PQ |  d go |g^( co) | 2  M^ ( t  , co ) f o r  0<t £t '
-  CO
2  ( ° °  o T>
E [Y  ( t ) l  = dco |G (co) I P (co)M ( t , c o )  f o r  t i t '  ( 1 1 . 3 2 )
I n  J °  J a  r  ’
-O O
The  f i r s t  i n t e g r a l  i s  e x a c t l y  Eq .  ( 1 1 . 2 3 ) ,  and  t h e  s e c o n d  
i n t e g r a l  i s
E [ r h2 ( t ) ]  = ( n P Q/ 2 B C 2 ) { r , ( t )  + r , ( t - t ' )  + 2 ( B 2 / A 2 ) [r2(t) -  
-  r 2(t-t ' ) ]  -  2[r3(t)r3( t ' )  + ( C 2 / A 2 ) r 4  (t )r4 ( t ' ) ]  •
• r 3( t - f )  + 2(c2/A2)[(23/A)r4(t)r4( f )  - r 4(t)r3(t ') +
+ r 3(t)r4( t ' ) ] r4(t-t')J for t > t ' (M.33)
C o r r e l a t e d  I n p u t  E x c i t a t i o n . I f  t h e  i n p u t  e x c i t a ­
t i o n  i s  a s s u m e d  c o r r e l a t e d ,  t h e n  P ( go ) i s  g i v e n  by  Eq.  ( 1 1 . 2 4 ) .  
S u b s t i t u t i n g  Eq.  ( 1 1 . 2 4 )  i n t o  Eq.  ( 1 1 . 3 0 )  and  e v a l u a t i n g  
t h e  r e s u l t a n t  i n t e g r a l  w i l l  g i v e
E (.r2(t)] = Ko l F 1L 1 ( + ) + Gi L2(+) + F3L3( + ) “ G3L4(+)1
f o r  0 1  t  < t '
E [ r „ 2 ( t l ]  = K0 [ F | L n ( t )  -  G,  L 2 2 ( t )  + F 3 U3 3 < t )  -  G ^ C t l l
f o r  t  > t '
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w h e r e
L n ( t )  = ( A / 2 B ) [ [ r 1 ( t )  + r ^ c t - t  ' ) ]  -  2 [ ( r  ( t )  + ( B / A )  •
• r 4 ( + ) )  r 3 c t - t T) -  ( ( B / A ) r 3 ( t )  + ( b 2 - a 2 ) / A 2 r 4 ( t ) )  •
• r4(t-t')Jr3(t') + 2 [ ( ( B / A ) r 3 ( t )  + ( b 2 - a 2 ) / A 2 r 4 (t) )
■ r 3 ( t - t  * ) -  ( ( B2 - A 2 / A 2 ) r 3 ( + ) + b ( ( B 2 - 3 A 2 ) / A 3)  •
• r 4  ( t  ) ) r 4  ( t - t ' ) ]  r 4  ( t ' ) }
l  2  2 ( t ) = < a / b ) £  ( b / a )  [ r 2 ( + ) + r 2 ( t - t ' ) ]  + [ r 4 ( t ) r 3 ( t - t ' )  -
-  ( r 3 ( t )  + ( 2 B / A ) r 4 ( t ) )  r 4 ( t - t ’ ) ]  r 3 ( t ' )  -
"  [ ( r 3 ( + ) + ( 2 B / A ) r 4 ( t ) )  r 3 ( t - f )  -  ( ( 2 B / A )  ’
• r e t )  + (3b2- a2/ a2) r 4(t)) r 4c t - t ' ) ]  r 4( t ' ) j
r 2 - a 2 + o 2 _ q 2 r
l 3 3 ( +  ) =  r ^ t )  +  r . t t - t ' )  +  ( - —  - - - - - - - - — ) I  r 2 ( t ) +
A2
+ r 2( t - t ' ) ]  -  2 [ ( r3(t) + ( 3 / a  ) r 4 (+ ) )  r 3 ( t - t T) -
2 2
-  ( (  3 / a  ) r  ( t ) + H- ~ ~  r 4 ( t ) )  r 4 ( t - t ' ) )  e ~ p + ' •
A 2
c o s  £2t ' -  2 ( f i / A )  [  r 4  ( t  ) r 3  ( t - t ' )  -  ( r 3  ( t ) +
v 1 - 3 + '+ ( 2 3 / A ) r  ( t ) )  r 4 ( t - t  » ) J e s i n  f l t '
2 J ^ §  [ r 2 ( t )  + r 2 ( t - t 1 ) ]  - [ ( r 3 ( + ) + ( 3 / A ) r 4 ( t ) )  •
• r 3 ( t - t ') - r 3(t) + ^2~-°2- r 4( t ) ) r 4( t - t ' ) ]  •
• e " 3 + ' s i n  Q t ' + ( f l / 3 ) [ r 4 ( t ) r  ( t - t ' )  -  ( r 3 ( t )  +
+ ( 2 3 / A )  r 4 ( t > )  r 4  ( t - t  ' ) ]  e “ Pt  ’ c o s  t t t ’ J
L 4 4 ^ + )  =
H e r e ,  3  i s  t h e  d e c a y  c o n s t a n t  o f  t h e  c o r r e l a t e d  n o i s e  
and  Q i s  t h e  h a r m o n i c  f r e q u e n c y  o f  t h e  c o r r e l a t e d  n o i s e .
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L y o n ’ s C h e c k . We s h o u l d  n o t e  t h a t  f o r  w h i t e  n o i s e :
I i m k
P = 3-*o» p p  ( go) = -£■ ( 1 1 . 3 4 )
°  a  2t i
and  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  u s e f u l  f o r  c h e c k i n g  t h e  c o n s i s t e n c y
o f  o u r  w o r k .  We c a n  now c o m p a r e  o u r  mean  s q u a r e  r e s p o n s e
t o  a w h i t e  n o i s e  u n i t  s t e p  i n p u t  w i t h  t h a t  o f  L y o n  ( 1 )
2 2
( w h e r e  L y o n  u s e s  1/ m = ( 4 n / p ^  ) ). U s i n g  E q s .  ( I  I . 3 4 )  and
( I I . 2 3 ) ,  t h e  n o n s t a t i o n a r y  r e s p o n s e  b e c o m e s :
< u 2 ( x , t ) >  -  1 6 n 2 D / p 2 S P 2 ( x )  • K / 4 B C 2  [ l  -  e 2 8  + '
■K n n
• (1 + — s i n  2 A t  + -2 8 „  s i n 2  A t ) l  ( I I . 3 5 a )
A A
2
To q u o t e  L y o n ,  " t h e  c o e f f i c i e n t  o f  P ( x )  i s  t h e
mean s q u a r e  a m p l i t u d e  o r  n ^ mode  w h i c h  we s h a l l  c a l l
<  u 2 >  . "  Now w i t h  Kq = 1,  we o b t a i n  L y o n ' s  s t a t i o n a r y  e x -
n AV
p r e s s i o n  f o r  t h e  mean s q u a r e  a m p l i t u d e  by  l e t t i n g  1 go  t o  
oo i n  Eq .  ( I I . 3 5 ) ,  and  f i n d :
2 2
<  u 2  >  = 8 t x2 D / d  ' i  CO ( I I . 35b  )
n AV *  n
T h i s  i s  L y o n ' s  Eq .  ( 1 1 ) ,  p a g e  3 9 2 .
F o r  r e a l  co, t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  g ( x , c o )  i s  u s u a l l y
d i v i d e d  i n t o  t w o  p a r t s :  a d i s s i p a t i v e  p a r t  and  a r e a c t i v e
p a r t .  I n o u r  c a s e ,  and  m o r e  g e n e r a l  l y  when  t h e  s y s t e m  i s
s t a t i o n a r y ,  t h e s e  a r e  g i v e n ,  r e s p e c t i v e l y ,  by  t h e  i m a g i n a r y
and  r e a l  p a r t s  o f  g ( x , c o ) ,  d e f i n e d  a s :  g " ( x , c o )  a n d  g ' ( x , c o ) ,
d e f i n i n g  g ( x , o j )  = g ' ( x , c o )  + g " ( x , c o ) ;  w h e r e :
2 2 2
g " ( x , c o ) =  - I c o / [ c o 2  -co J + ( 1  co) ; ( a )
*  h L n "  „
2 2 2 2 2 2 
g ' ( x , c o ) = ( c o - c o  ) / f t o - c o ]  + (*i co ) ( b )n L n J
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T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  E q . ( a )  i s  t h e  i m a g i n a r y
o d d  f u n c t i o n  o f  t i m e :
C °° d<v) i C O ( t - t ' )  -
-  i g "  ( x , t  - 1  ' ) = g " ( x , c o ) e  = - i e  z
-C O
• s i n 0 )n ( 1 - I 2 ) * ( t - t  ' ) / 2 u  ( 1 - I 2 ) *  ( c )
L i k e w i s e ,  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  Eq.  ( b )  i s  t h e  r e a l  e v e n  
f u n c t i o n o f t i m e :  ^
g ' ( x , t - t ' )  = {  [ g ( x , t - t ' )  + g ( x , t - t ' ) ]  = e ^
’ s i n  co ( 1 - £ 2 ) ^  ( t - t  1 I / 2 co ( 1 - £ 2 ) '  ( d )n n
S i n c e  t h e  r e s p o n s e  i s  c a u s a l ,  o r  e q u i v a l e n t l y ,  s i n c e
g ( x , c o )  w h i c h  we h a v e  d e f i n e d  a b o v e  i s  a n a l y t i c  i n  t h e  u p p e r
o r  l o w e r  h a l f - p l a n e ,  t h e  r e a l  and  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  g ( x , c o )
a r e  r e l a t e d  by  t h e  H i l b e r t  t r a n s f o r m  a c c o r d i n g  t o  t h e  r e -
i a t i o n s :  ^  ^
g 1 ( x ,co ) = P | —  q " ( x , c o ) / c o ' - c o ;  g " ( x , c o )  = - P  j —  g ' ( x , co ) /co ' -co
/  t i  J n
. o o
( e )
w h e r e  P i m p l i e s  p r i n c i p l e  v a l u e  i n t e g r a l ,  t h a t  i s ,  an i n t e ­
g r a l  s y m m e t r i c a l  a b o u t  t h e  s i n g u l a r i t y .  A l s o :
oo
g ( x , co) = f  d ( t - t '  ) e iC° ( + _ t ' } g ( x , t - t '  ) =
-  OO
= J  d ( t - t ' ) e ' U ^  ^ ^ g ( x , t - t ' )  ( f )
0
w h e r e  t h e  l a s t  t r a n s f o r m a t i o n  r e f l e c t s  t h e  c a u s a l  n a t u r e  
o f  g ( x , t - t ' ) .  I t  i s  a l s o  c o n v e n i e n t  t o  d e f i n e  g ( x , z )  w h i c h  
i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  c o m p l e x  v a r i a b l e :  z = co + i e ,  f o r  z 
i n  e i t h e r  t h e  u p p e r  o r  l o w e r  h a l f  c o m p l e x  p l a n e  a c c o r d i n g
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t o  t h e  c h o i c e  o f  t h e  s i g n  o f  t h e  e x p o n e n t i a l . The  f u n c ­
t i o n  g ( x , z )  a p p r o a c h e s  g ( x , ^ )  as  e a p p r o a c h e s  0 , and  i s  
c l e a r l y  a n a l y t i c a l  and  b o u n d e d  i n  t h e  d e f i n e d  u p p e r  o r  l o w ­
e r  h a l f  z - p l a n e .
B . S t a t i o n a r y  R e s p o n s e  o f  a_ F i n i t e  C a b l e  t o  a_
C o r r e I a t e d  Mo v i  ng T u r b u l e n t  F o r c e  F i e l d  
T h e  p r o b l e m  o f  p r e d i c t i n g  t h e  m o t i o n  o f  a f i n i t e  
c a b l e  e x c i t e d  a l o n g  i t s  l e n g t h  by  a m o v i n g  r a n d o m  p r e s s u r e  
f l u c t u a t i o n  i s  s t u d i e d .  A o n e - d i m e n s i o n a  I s o u r c e  c o r r e l a ­
t i o n  f o r  t h i s  t u r b u l e n t  f i e l d  d e a l s  w i t h  t h e  e x p e c t e d  l o s s  
o f  c o r r e l a t i o n  ( d u e  t o  f l o w  v i s c o u s  l o s s  and  t h e  i n t r o d u c ­
t i o n  o f  new r a n d o m c o m p o n e n t s )  by a s s u m i n g  a " m o d i f i e d "  e x ­
p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n .
A c o i n c i d e n c e  e f f e c t  a p p e a r s  b e t w e e n  t h e  f l o w  v e l o c i t y  
o f  t h e  f o r c i n g  f i e l d  and  t h e  v e l o c i t y  o f  t h e  w a v e s  on  t h e  
c a b l e .  The  l a r g e r  t h e  d a m p i n g  o f  t h e  c a b l e ,  h o w e v e r ,  t h e  
m o r e  d i m i n i s h e d  i s  t h e  m a g n i t u d e  o f  a n y  c o i n c i d e n c e  e f f e c t s  
w h i c h  a p p e a r .
I n 1956  Ly o n  ( 1 )  i n v e s t i g a t e d  t h e  r e s p o n s e  o f  a 
f i n i t e  r i b b o n  t o  a m o v i n g ,  r a n d o m p r e s s u r e  f l u c t u a t i o n .
I n t h i s  s e c t i o n  we c a l c u l a t e  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  o f  
v a r i o u s  mo d e s  o f  t h e  c a b l e  by a s s u m i n g  a s o u r c e  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n  n o t  s i m p l y  as  e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  ( t o  r e f l e c t  
a l o s s  o f  c o r r e l a t i o n )  b u t  as  h a r m o n i c a l l y  v a r y i n g  e x p o ­
n e n t i a l  d e c a y  ( 1 7 ) .  T h i s  a s s u m p t i o n  i s  s e e n  as  b e i n g  a 
s t e p  c l o s e r  t h a n  L y o n ' s  r e s u l t s  t o w a r d  r e f l e c t i n g  t h e  r a n ­
dom n a t u r e  o f  t h e  c o r r e l a t i o n  l o s s .  Th e  r e s u l t s  o b t a i n e d
4 8
y i e l d  a m o r e  c o m p l e t e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  m e a n  s q u a r e  
r e s p o n s e ,  w h i c h  r e d u c e s  t o  r e s u l t s  p r e v i o u s l y  o b t a i n e d  
by  L y o n  when  t h e  a s s u me d  h a r m o n i c i t y  o f  t h e  s o u r c e  c o r ­
r e l a t i o n  i s  o m i t t e d .
Th e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t ,  u ,  
t o  a r a n d o m  s o u r c e ,  f ,  i s  g i v e n  b y :
w h e r e  G ( x , t ; x  , t Q ) i s  t h e  r e s p o n s e  a t  t h e  p o i n t  x , t  d u e  t o  
an i m p u l s e  s o u r c e  a t  t h e  p o i n t  x 0 , t Q . I f  t h e  e q u a t i o n  o f  
m o t i o n  o f  t h e  c a b l e  i s :
t  t  ' L L
0  0
( 1 1 . 3 6 )
p  _a_y. = - f ( 1 1 . 3 7 )
a n d  t h e  mo d e s  o f  v i b r a t i o n  a r e :
p m ( x ) ( I  1 . 3 8 )
t h e n  t h e  i m p u l s e  r e s p o n s e  i s :
E coT p m ( x ) Pm ( x o ) e  m d
s i n  c o J ( t - t Q )
( 1 1 . 3 9 )
w h e r e : T>
4
N o t e  t h a t  t h e  i m p u l s e  r e s p o n s e  c a n  be s e p a r a t e d  i n t o  r e a l  
and  i m a g i n a r y  p a r t s  a c c o r d i n g  t o  t h e  H i l b e r t  t r a n s f o r m  ( 1 7 )
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as  f o l l o w s
G ( x , t  ; x , t  ) = G ' ( x , t ; x  , t  ) + i G " ( x , t ; x  , t  ) ;
m '  o  o  m o  o  m ’  o o
w h e r e
_ f - f  I
G ’ ( x , t ; x  , t  ) = E _ L p ( x ) p  ( x ' ) e  ?  ° s i n  l t - t 0 |m o o m w d m Km d i o»
( I  1 . 4 0 )
and
1 "  - n l + - +  IG " ( x , t ; x  , t  ) = E —-  p ( x ) p  ( x ' ) e  2 ^  o 5 j n u  ( t - t Q )m o o m cod m m d
( 1 1 . 4 1 )
Now m a k i n g  t h e  f o l l o w i n g  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s ,  we l e t :
x + x ' = p  t  + t ’ = u
o o o o ( I I  . 4 2 )
x -  x ' = a  t  -  t ' = E
o o o o
F rom t h e  J a c o b  i an o f  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  we o b t a i n :
d x ^ d x ' = s d p d a ;  d t  d t '  = |  dpidE; ( I I . 4 3 )U o o o
T h e s e  a r e  u s e d  t o  f i n d  new l i m i t s  f o r  u  a n d  E-
The  mean s q u a r e  r e s p o n s e ,  t h e r e f o r e ,  f o r  t h e  m ^
mode  i s :
- , r 2t _ &(2t-U) (( 2t -U) r 1
^ u Z > =  » ~2 ~ J d u  e 2  j  dg  s i n  codm [ t ( u + E  )J-
dm - o o  _ ( 2 t - U )
s i n  [ t - i  ( u - g ) ]  Rmm( £ )dm I  2 v ^  5  ' J mm 
w h e r e
R ( E )  = ( f  d x .  d x ' p ( x ) p ( x ' ) ^ f ( x  , t  ) f  ( x ' , t  ' ) ^mm b \ l  o o Km o Km o o ’ o o '  o
0 ( 1 1 . 4 4 )
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a n d :
< ' f ( x  , t  ) f ( x ' , t ' ) > : D S ^ ( a ) 6 ( a - v g ) eo o o o
- I g  l / e
c o s  f i g ( 1 1 . 4 5 )
N o t e  t h a t  we h a v e  a s s u m e d  a s o u r c e  c o r r e l a t i o n  w h i c h
m o d e l s  t h e  e x p e c t e d  l o s s  o f  c o r r e l a t i o n  as  h a r m o n i c a l l y  v a r y ­
i n g ,  e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g ;  0  i s  a mean l i f e t i m e  f o r  t h e  
s t a t i s t i c a l  s t a t e .  We h a v e  a l s o  t r a n s f o r m e d  t h e  s p a c e  c o ­
o r d i n a t e  t o  a m o v i n g  s y s t e m .  The d e p e n d e n c e  o f  t h e  s t r e n g t h  
o f  t h e  f l u c t u a t i o n s  on t h e  a v e r a g e  f l o w  v e l o c i t y  i s  g i v e n  
by S ( a ) .  U s i n g  t h i s  a s s u me d  c o r r e l a t i o n  f i e l d ,  we now p r o ­
c e e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  o f  v a r i o u s  m o des  
o f  t h e  c a b l e .  L e t t i n g  = 2 t  -  l i ,  we r e w r i t e  Eq.  ( 1 1 . 4 5 )  a s :
Now i n t e g r a t i n g  Eq .  ( 1 1 . 4 6 )  w i t h  r e s p e c t  t o  E > we o p e r a t e
dx  d x ' p  ( x  ) p  ( x ' ) 
o o m o m o
on t h e  d e l t a  f u n c t i o n ,  l e t t i n g  E = o / v , and  o b t a i n :
2
w dm c o s  (co , + f i ) — + c o sd m
( 1 1 . 4 7 )
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We a g a i n  e m p l o y  E q s .  ( I I . 4 2 )  and  ( I I . 4 3 )  t o  t r a n s ­
f o r m  t h e  s p a c e  i n t e g r a t i o n s  and  f i n d  new l i m i t s  f o r  p  and  
a .  The  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  s p a c e  v a r i a b l e s  e x t e n d s  o v e r  
t h e  r e g i o n  s h o wn  i n  F i g .  1 1 . 1 .  N o t e  t h e  i n t e g r a n d  i s  
s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  I i n e s  p = L a n d  a  = 0 ;  h e n c e  we may 
now i n t e g r a t e  o v e r  t h e  s h a d e d  t r i a n g l e  and  m u l t i p l y  by 4 ,  
t o  o b t a i n :
.2
1
< u 2 > =  J L S lijL  j
L p ~ ( 2 v +0 v  ) a




da  e { - c o s  kmp •
• [
2 cod m
aO O . 1
( c o s  t o'  — + c o s  t o"  + ( s i n  t o,  V  +
(3 dm v dm v dm
+ s in  co'1 —) 1 + k [ s i n [ km(1 + °  “ s I n [ krdm v •» a  r
+ s i n L k m „  + ^ , ] o  _ s , „ L k m( ,  - £ u ]( 1
[ c o s [ k  <1  + 5 i ) ] o  + c o s i k  ( 1  -  S , ] a  +
3  L 1 m a  1 I rn a  J
+ c o s l k  ( 1  + ) ] a  + c o s  [ k  ( 1 -  ——)] a ]i m  n J 1 m n  j ( I I . 4 8 )
w h e r e :  = a>dm + £2 : co^'m -dm dm
todm
1 = k mc ; a  = v / c ;m to ’ m "m n
fi Q
6 ' = 6  + — ; 6 = 6 -  —  
m m to m m to
F i g u r e  11 . 1
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We s h a l  I now a l  l ow t h e  i n t e g r a l  o v e r  a ,  f r o m  0 -* p  , 
t o  go  t o  + 0 0 , s i n c e  m o s t  o f  t h e  c o n t r i b u t i o n  i s  n e a r  t h e  
l i n e  a  = 0 .  T h e r e f o r e ,  we m u s t  h a v e  c© < <  L i n  o r d e r  t h a t  
o u r  r e s u l t s  be v a l i d ;  we f i n d :
k '
m <“’m u dm 3  1
 1 1 4 .   1 4-  — * —  t  —  +
< “ m > =  ,  " I  > ( _ 0  + J _ , ' 2 + k 2 , , +5 ' ^
*• 2 v ©v m a
2 _ DS2 ( a )  f  2  11  *  a >  + <2v S v *
m > =  2 v “ dm“I  1 f  (_ § . + L ) 2 + k 2 < t + C 2 ]
1  •*
a 1 k ^  f i '  k 6 m oo,dm , 3  , I ,  Km n .  ° m ,  m , , u m ^ d m ,  p 1 s
~ P ~  2 V  © V  ~~a 2  ( 1 + a } + ~ 3 ~ ( 2v + © 7 }
“ dm ,P  1 . k m , .  5 m .
+ 3 ^ j 7 v j _ | v ; >  -  x i i c c s i  v ( l  , , 4 9 >
r ,3 1 2  2 S" 21
[ ( 2 v + © v } + k m ( 1 a } J
]
By c r o s s - m u l t i p l y i n g  t h e  f i r s t  and  s e c o n d  t e r m s  
w i t h  e a c h  o t h e r  and  l i k e w i s e  f o r  t h e  t h i r d  and  f o u r t h  
t e r m s ,  we c o u l d  r e w r i t e  t h i s  a s :
< u 2 > =  + - }  < " ■ 5 0 ,
2 v a J c J © J vco 3 B D 1
m
w h e r e  :
.2
•) f + n  ( rrmA.Qm ) 
2m 'dm 1 m
= [ (  Qm+mnA ) 2  + (mTxXQm ) f  o,2 + 1 1  ]
** ■*
' f S?<'V"™x)(2“dm9 + “e) + 2mT + SS)2]]]v. m d m Y rn J
( I I . 5 1  )
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2
=  Q m +  r r m A ) 2  +  ( m u A Q m ) 2  £ c x 2 + 1  +  ( 1 -   ) j  +  n ( m n A Q m ) •
’ [ t -  (Qrn+ m n X ) ( Q e - 2 w dm6 ) + [  ( , + 5 ^ ) 2 +< 10dme “ a s ) 2 ] | ]
m ( 1 1 . 5 2 )
=  ^ ( Q m +  m n A ) 2  +  2 Q m ( m u A ) ^  ( a ^ + 1 ) ( Q m +  m T i A  ) +  ( m u A ) ^ ( a 2 - 1  ) 2  +
2 1 fi f  2  2 4 r  2  2
+  a  J +  — —  ( 2 c o  + Q )  j ( m u A ) ( 2 Q m +  m n ; A )  -  ( m u A ) | 4 Q m ( a  - 1 )  -
2  oo2  m *•
m
1 2 2 2 )
+  1 ]  +  2 Q ( m T i A Q m ) ( 2 ( 0 ^ 0  +  ^ 0  ) f
T 2  2  2  4  r  2  2
=  l ( Q m + m n A )  +  2 0 m ( m n A )  ( a  + 1 ) ( Q m +  m i r A )  +  ( m u A ) [ Q m ( a  - 1 )
+  a 2 ]  +  — j  ^ - 2( j C) (j m  ^ |  *■ mT t ^   ^ 2  *■ 2 Q m +  n m A  ) “  ( m u A )  [ 4 Q m
m
2  1 2  2  2 ) 1  
• ( a  - 1 )  + l j  +  2 Q ( m n A Q m ) ( 0 0  - 2 t o d m ©  ) j
( 1 1 . 5 3 )
( 1 1 . 5 4 )
w h e r e :  Qm3 = k C,  A = -5 /L  = C 0 / L ,  and  g o 2  = k C2rr, m m
Now l o o k i n g  a t  t e r m s  c o n s t a n t  t o  b o t h  n u m e r a t o r s
(A and  C)  a n d  t o  b o t h  d e n o m i n a t o r s  ( B and  D ) ,  r e c a i  I t h a t
t h e r e  i s  s t i l l  a v_ l e f t  as  y e t  u n u s e d  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  
2
o f  t h e  DS ( a )  t e r m  o f  Eg .  ( 1 1 . 5 0 ) .  B r i n g i n g  t h i s  v_ i n t o  
t h e  c o n s t a n t  d e n o m i n a t o r  t e r m ,  we h a v e :
NUM 23  • a 4 C4 © 4  _ 2©
DEN “  3 3 3 2 "2 '  2 n
C a  0  v co 3 co 3
m m
N o w  m u l t i p l y i n g  b o t h  n u m e r a t o r  and  d e n o m i n a t o r  by  mAQm, we 
o b t a i n :
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NUM _ 2mAQmu  
DEN "  k 4 C4
Now s u b s t i t u t i n g  E q s .  ( 1 1 . 5 1 )  -  ( I I . 5 4 )  and  t h e  a b o v e  e x ­
p r e s s i o n  f o r  t y p i c a l  n u m e r a t o r - d e n o m  i n a t o r  f a c t o r  i n t o  
Eq.  ( I I . 5 0 ) ,  we o b t a i n :
w h e r e  we h a v e  d e f i n e d  a new c o n s t a n t ,  S ( v ) ,  o b t a i n e d  by 
i n c o r p o r a t i n g  n / k 4  i n t o  S ( a ) .
N o t e  t h a t  when we l e t  Q g o  t o  z e r o ,  we o b t a i n  t h e  
same r e s u l t  a s  L y o n  ( 1 ) ,  w h e r e  he u s e d  a ( 4 n / p^ ) f a c t o r  
i n  h i s  f o r c i n g  t e r m  ( s e e  L y o n ' s  Eq .  ( 2 1 ) ,  p .  3 9 5 ) .
N o t e  a l s o  t h a t  L y o n ' s  1 9 5 6  p u b l i c a t i o n  c o n t a i n s  a 
t y p o g r a p h i c a l  e r r o r  on t h i s  same p a g e  3 9 5 ,  Eq .  ( 2 1 ) .  The 
d e n o m i n a t o r  o f  t h e  b r a c k e t e d  t e r m  h a s  a (muA . ) 4  t e r m  m i s s i n g ,  
a n d  s h o u l d  r e a d  as  d o e s  h i s  t h e s i s  ( 1 5 ) :
w h i c h  a g r e e s  w i t h  o u r  E q s .  ( I I . 5 3 )  and  ( I I . 5 4 )  f o r  P = 0 .
F o r  c o m p l e t e n e s s  o f  r e s u l t s  and  f o r  e a s e  i n  c r o s s ­
c h e c k i n g  o u r  r e s u l t s  w i t h  t h o s e  o f  L y o n  ( 1 ) ,  a l i s t i n g  o f  
L y o n ' s  r e s u l t s  w i l l  be g i v e n  b e l o w  ( w i t h  a f o r e m e n t i o n e d  c o r ­
r e c t i o n  t o  h i s  Ea.  ( 2 1 )  i n c l u d e d ) .
A . Th e  F i n i t e  S t r i n g  : L y o n  f i n d s  t h e  r e s p o n s e  o f  
t h e  v a r i o u s  mo d e s  o f  a f i n i t e  s t r i n g  s u b j e c t  t o  a p u r e l y  
r a n d o m  l o a d i n g  t o  b e :
D S 2  ( v ) mA0m
4
C
( I I  . 5 5  )
( Q m + m u A  ) 2  + 2Qm ( m u A . ) 2  ( a 2  +  1 ) ( Qm + m u A .  ) +  ( m u  A  ) 4  [
2 2 
Qm ( a  -  1 ) + a
<<X>2 > = 8u 2D / W cd2
AV . *  m
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T h i s  i s  L y o n ' s  Eq .  ( 1 1 ) ,  p a g e  3 9 2 ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s ,  as 
m e n t i o n e d  a b o v e ,  t o  o u r  Eq . ( I I . 3 5 b )  w i t h  k Q = 1,  and  t h e  
n o t a t i o n  s u b s t i t u t i o n  o f  ' i  and  con s u b s t i t u t e d  f o r  3  and  oo m .
B . The  R e s p o n s e  o f  a_ F i n i t e  S t r i n g  t o  a_ Mo v i n g 
T u r b u I e n t  S t r e a m  : Ly o n  f i n d s  t h e  r e s p o n s e  o f  a f i n i t e  s t r i n g
when a c t e d  u p o n  by  t u r b u l e n c e  a l o n g  i t s  l e n g t h  t o  b e :
O m >
2  1 6 u 2 D g ^ ( v ) m A Q m
m 2 4
Ps  C
2 2 2 
( Q m + m u A )  + ( m u A Q m ) ( a  + 1 + m u A / Q m )
2 2 2  4 2 2 2 1
( 0  + m u A  ) + 2 Q  ( m u  A  ) ( a  +  1 ) ( Q +  m u A  ) +  ( m u  A  ) f  Q ( a  -  1 ) + a  J m m m I  * m
T h i s  i s  t h e  c o r r e c t e d  v e r s i o n  o f  L y o n ' s  E q . ( 2 1 ) ,
p a g e  3 9 5 ,  w h i c h  c o r r e s p o n d s  t o  o u r  Eq .  ( I I . 5 5 )  w i t h  Q — 0
a nd  t h e  n o t a t i o n  s u b s t i t u t i o n  o f  S ( v )  f o r  g ( v ) .  N o t e  a l s o
t h a t  L y o n  u s e d  a ( A n / p ^  ) f a c t o r  i n  h i s  f o r c i n g  t e r m  w h i c h
2 2a c c o u n t s  f o r  t h e  a d d e d  ( 1 6 u  /  ) f a c t o r  i n  L y o n ' s  Eq . ( 2 1 ) .
L y o n  a l s o  i n v e s t i g a t e s  t w o  o t h e r  c a s e s  o f  s t r i n g  
r e s p o n s e  w h i c h  we w i l l  a l s o  l i s t  h e r e  f o r  a d d e d  comp I e t e n e s :  
C . The  P i e c e w i s e  DeI  a ye  d E x c i t a t i o n  : H e r e  Ly on
i n v e s t i g a t e s  a f i n i t e  s t r i n g  e x t e n d i n g  f r o m  0 — > L w h i c h  i s  
e x c i t e d  u n i f o r m l y  f r o m  0 —> L / 2  by  a p u r e l y  r a n d o m f u n c t i o n  
o f  t i m e  f ( t ) .  The  s i g n a l  i s  t h e n  d e l a y e d  and  f e d  t o  t h e  
s e c o n d  h a l f  o f  t h e  s t r i n g ,  L / 2  —> L . The  mean s q u a r e  r e ­
s p o n s e  i s  t h e n  c a l c u l a t e d  f o r  e v e n  and  odd  m ode s  and  f o u n d  
t o  be :
2 - 3  | x 0 | / 2 r 3  | x 0 l / 2
e
-  P s i n  0)! >m| T 0 l |
< V e > AV = — - ^ § - 2 7  e ° '  m (eW "  c o s  V r r / o
p  oo co m P 




1 6  LD
P  l T 0 l l T o l / 2  + + C O S  0) ,  T  ) +
I ,m o
+ 3 s  i n co] , m ( t 0 |
T h e s e  a r e  L y o n ' s  E q s .  ( 1 6 )  and  ( 1 6 a ) ,  p p .  3 9 3 .  H e r e
i n  h i s  f o r c i n g  f u n c t i o n .
D . R e s p o n s e  o f  an I n f i n i t e  S t r i n g  t o  T u r b u l e n t  
F l o w : H e r e  L y o n  i n v e s t i g a t e s  t h e  r e s p o n s e  o f  an i n f i n i t e
s t r i n g  when  e x c i t e d  by  t u r b u l e n t  f l o w  a l o n g  i t s  l e n g t h .
Th e  r e s p o n s e  i n  t h i s  c a s e  m u s t  be t h e  mean s q u a r e  v e l o c i t y  
r e s p o n s e  s i n c e  t h a t  i s  t h e  e n e r g y  d e n s i t y  f o r  t h e  i n f i n i t e  
s t r i n g .  The  r e s p o n s e  i s  f o u n d  t o  b e :
T h e s e  a r e  L y o n ' s  E q s .  ( 2 8 )  and  ( 2 9 ) ,  p p .  3 9 7 .  Eq .  ( 2 9 ) ,  
h o w e v e r ,  i s  i n c o r r e c t ,  d u e ,  m o s t  l i k e l y ,  t o  a t y p o g r a p h i c a l
co, i s  t h e  da m pe d  n a t u r a l  f r e q u e n c y ,  co i s  t h e  u n d a mp e d
n a t u r a l  f r e q u e n c y ,  and  L y o n  a g a i n  e m p l o y s  a ( 4 r c / p ^  ) t e r m
( 2 8 )




2 2 2 2  2 2 2 2  
( 4 n  +  F; k  L ) ( 4 u  + £  k ^  L )
( 2 9 )
( 1 - a 2 )
a nd
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e r r o r  i n  t h e  May 1 9 5 6  i s s u e  o f  t h e  J o u r  n a I o f  t h e  A c o u  s t  i c a I  
S o c i e t y  o f  Ame r  i ca  . T h e  e r r o r s  w e r e  d e t e r m i n e d  a f t e r  c a r e ­
f u l  I y s t u d y i n g  a n d  c h e c k i n g  L y o n ' s  P h . D .  t h e s i s  ( 1 5 )  c a l ­
c u l a t i o n s .  Th e  c o r r e c t e d  Eq .  ( 2 9 )  s h o u l d  b e :
a 2  f  4 u 2 £ 2  [ l + - 2  ( i _  + 1  ) ]  + - 2 — ( 1  + ~ )  ]
, I  *■ u A  a  J  a  tiA2 A  1 0
^  ( E)  = -------------- ---------------------------------------------------------------------------------------------------
( 1 ~a 2 )  ( 4 n 2  + E 2 k 2 L 2 ) ( 4 n 2  + FJ2 k 2 L 2 )
1 2
The  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  e r r o r s  i n  L y o n ' s  Eq . ( 2 9 )
a r e  t y p o g r a p h i c a l  i s  f u r t h e r  s u b s t a n t i a t e d  by  many  s i m i l a r  
e r r o r s  o f  t e r m  o m i s s i o n s  and  m i s r e p r e s e n t a t i o n s  i n  t h i s  
1 9 5 6  a r t i c l e  w h i c h  d i s a g r e e  w i t h  L y o n ' s  own P h . D .  t h e s i s .
I n p a r t i c u l a r ,  h i s  E q . ( 2 1 )  on  p a g e  3 9 5 ,  c i t e d  a b o v e ,  was
a l s o  i n c o r r e c t l y  w r i t t e n  i n  t h e  1 9 5 6  a r t i c l e .
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SECT I ON I I I
RESPONSE OF PLATES TO RANDOM FORCE F I EL DS
A . T e m p e r a t u r e  D e p e n d e n t  R e s p o n s e  o f  a_ V i s c o e  I a s t  i c P l a t e  
T o N o n s t a t  i o n a  r y  Random  E x c i t a t i o n  
We s h a l l  be i n v e s t i g a t i n g  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n t  
mean  s q u a r e  r e s p o n s e  o f  a v i s c o e l a s t i c  p l a t e  u n d e r  t h e  i n ­
f l u e n c e  o f  n o n s t a t i o n a r y  r a n d o m  e x c i t a t i o n .  T h e  n o n s t a t i o n -  
a r y  r a n d o m  e x c i t a t i o n  c a n  be g e n e r a t e d  by  m u l t i p l y i n g  a 
s a m p l e  f u n c t i o n  f r o m  a s t a t i o n a r y  p r o c e s s  by  a d e t e r m i n i s t i c  
e n v e l o p e  f u n c t i o n .  The  e x c i t a t i o n  c a n  t h e r e f o r e  be w r i t t e n  
as  s ( t )  = e ( t ) a ( t )  w h e r e  e ( t )  i s  a w e l l - d e f i n e d  e n v e l o p e  
f u n c t i o n ,  and  a ( t )  i s  a G a u s s i a n  n a r r o w  b a n d  s t a t i o n a r y  
s t a t i s t i c a l  p a r t  o f  t h e  e x c i t a t i o n  w h i c h  h a s  z e r o  me a n .
Th e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  w i l l  be d e v e l o p e d  i n  t e r m s  
o f  t h e  v i s c o e l a s t i c  p l a t e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  f u n c t i o n  ( o r  
G r e e n ' s  f u n c t i o n  i n  f r e q u e n c y  d o m a i n )  and  t h e  g e n e r a l i z e d  
s p e c t r a l  d e n s i t y  o f  t h e  i n p u t  e x c i t a t i o n .  B o t h  w h i t e  n o i s e  
a n d  n o i s e  w i t h  an e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  h a r m o n i c  c o r r e l a ­
t i o n  f u n c t i o n  a r e  e x t e n d e d  t o  i n c l u d e  a r e c t a n g u l a r  u n i t  
s t e p  e n v e l o p e  f u n c t i o n .
G e n e r a l  R e s p o n s e  F u n c t i o n  T h e o r y  
The  g e n e r a l  p l a t e  d i s p l a c e m e n t  e q u a t i o n  c a n  be 
w r i t t e n  a s :
( B / M  V4  + ^  + * i d + ) u = f / M  ( I  1 1 . 1 )
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where u ( x , y , + )  i s  t h e  d i s p la c e m e n t  o f  t h e  n e u t r a l  p l a n e  o f  t h e  p l a t e ,
B t h e  bend ing s t i f f n e s s ,  M t h e  mass p e r  u n i t  a rea  o f  t h e  p l a t e ,  y  i s
t h e  a t t e n u a t i o n  c o e f f i c i e n t .  The bend ing  s t i f f n e s s  i s  g i v e n  by B =
3 2Eh / 12 ( I —v ) where E i s  Young 's  modu lus,  h t h e  p l a t e  t h i c k n e s s ,  and 
v  P o i s s o n ' s  r a t i o .
The mean square  response  i s  g i v e n  by:
^ u ( T | ,  t  ) u ( r 2 , t 2 )^  = < I f  d r  d r / /  g ( r ( , 4 | ) r | > + 1- + | )
g ( r 2 , t 2 ; r 2 , t 2  —t ^ ) f  ( r  f , t | ) f ( r 2> t 2 ) d t ( d t 2  > ( I I I . 2)
We c o n s i d e r  he re  as an example a s i m p l y  s u p p o r t e d  p l a t e  o f  d im e n s io n s  
Lx and L . The d e f l e c t i o n  and bending moment a r e  b o th  z e r o  a t  t h e  p l a t e  
edges ,  and t h e  boundary c o n d i t i o n s  a r e :  u = 2k2 u / i x 2 = 0 a t  x = 0 , L  ;
X
u = *fc2 u / & y 2 = 0 a t  y = 0 , L  . The n o r m a l i z e d  s o l u t i o n s  o f  Eq. ( I  I I . I )  
wh ich obey th e s e  boundary c o n d i t i o n s  a r e :
P ( r )  = 2 / L  L t  s i n  kmx s i n  V ’ km = n™/ L x :x y  ( | | | 3 )
k = nrrr/L n y
The G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r  t h e  p l a t e  can now be w r i t t e n  as :
!
* f P  ( n \  p  f r  ) »
gmn( r ’ + ; r  ’ + "  + ) = ^ mn mn exp C -  Ymn( + - t  ) ]
co d M mn
. s i n  C co^  ( t - t  )H q ( t - t  ) ( I  I 1. 4)mn
2  d 4 0
where co = T^n*—■- y 2 and y  = y  + y , = ymn ' mn 'mn v t
when we c o n s i d e r  t h e  t e m p e r a t u r e  e f f e c t s  in  t h e  h ig h  f r e q u e n c y  case .
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For  t h e  ocean s t r u c t u r e s  we have t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s  f o r
■ 2   4 4
u) = Tmn •  B/ M -  Y2 . Y -  (Y ) + T™n B n / 2 M u) , mn 1 mn J 'mn v 1 mn
where n i s  t h e  h y s t e r e t i c  damping c o e f f i c i e n t ,  Yy i s  t h e  v i s c o u s  a t t e n ­
u a t i o n  and Y-j. i s  t h e  t e m p e r a t u r e  dependen t  a t t e n u a t i o n  c o e f f i c i e n t .  (F o r  
t h i s  model r e f e r  t o  D y e r ' s  w o r k ) .
We a r e  assuming h e re  t h a t  t h e  d i s p l a c e m e n t ,  u ( r , t ) ,  can be se p a ra te d  
i n t o  te m pora I  and s p a t i a l  p a r t s :
u ( r , t )  = g ( r , t ; r ' , t - t ' ) * f ( r ’ , t ' ) ( I I I . 5)mn amn
and
f ( r ' , t ' )  = q ( x ' ) q ( y ' ) s ( t ' ) ;
( I I I . 6 )
s ( t ' )  = e ( t ' ) a ( t ' )
We a r e  t o  d e te r m in e  t h e  mean sq ua re  response
2
< u ( r , t ) >  when e ( t ' )  i s  b o th  a u n i t  s t e p  and a r e c t a n g u l a r  s t e p ,  
and a ( t ' )  has t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s :
R ( x )  = 2ttK 6 ( t ) ;  R ( t )  = K exp C - B M U c o s  ft Ta o a o r  1 1
( I I I  .7 )
where T ~ ^ 2  ~ ^ 1 ‘
The f i r s t  c o r r e l a t i o n  i s  t h a t  f o r  w h i t e  n o i s e ,  w h i l e  t h e  second i s
f o r  c o r r e l a t e d  n o i s e .  Here we a r e  assuming a t w o - d i m e n s i o n a l  f o r c i n g
f u n c t i o n ,  f ( r ' , t ' ) ,  whose s p a t i a l  p a r t  i s  p u r e l y  random; t h e r e f o r e ,
< q ( x ' ) q ( x ' )  >< q ( y ' ) q ( y ' ) >  = D 6 ( x '  - x ' )  6 ( y '  - y ' )
1 2  1 2  2  1 I I
S u b s t i t u t i n g  i n t o  Eq. ( I  I 1. 2)  we o b t a i n :
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u ( r T , + 1 ) u ( r 2 , t 2 ) = 1 / M 2 ) ) \ )  2 E E E d x j  d y j  d x £  d y l,
'  '  m n p q
P ( X . ) P ( y . ) P  ( x ! ) P  ( y ! ) P  ( x „ ) P  ( y Q)P ( x I ) P ( y 1)  m 1 n M  m 1 n ' 1 p 2  q 2  p 2  q 2
(f gmn( + 1_+i')9 (+ ~+,) < q ( x ' ) q ( x '  ) > < q ( y  ' ) q ( y '  ) >  
)  )  1 pq 2  2  1 2  1 2
’ <  s ( t f ) s ( t f ) >  d t ’ d t '  ( I I I . 8 )
1 2 1 2
O p e r a t i n g  now on b o t h  d e l t a  f u n c t i o n s ,  we o b t a i n :
< u ( r | , t ] ) u ( r 2 , t 2 ) >  = D / M 2  j" f  E E E E d x j  d y j  P ( x  )P ( y j )
'  m n p q m
• p ( x j ) P ( y ' ) P ( x  ) P ( y ) P ( x ' ) P  ( y ' ) ( f  g ( t  - t j )
nr’ l n 1 p 2 q 2 p 1 q 1 </ ) m n 1 1
■ g p q ( + 2 - t ^ ) < S ( t j ) s ( t ^ ) >  d t j  d t ’ ( I I I . 9 )
Now f r o m  o r t h o g o n a l  i t y ,  we c a n  r e p l a c e  t h e  i n t e g r a l
o v e r  x '  w i t h  a K r o n e c k e r  d e l t a ,  <5 , and  t h e  i n t e g r a l  o v e r
1 ’ mp ’
y j  w i t h  a n o t h e r  K r o n e c k e r  d e l t a ,  £ n q > a n d o p e r a t i n g  on b o t h  
K r o n e c k e r  d e l t a s  n o w,  we l e t  p g o  t o  m and  q go  t o  n ,  and  
o b t a i n :
< u ( r i  , t 1 ) u ( r 2 , t 2 ) >  = D / M 2  E Pm n ( r 1 ) P m n ( r 2 )
m , n
• g m n ( t 2 - t ’ ) <  s ( t j  ) s ( t ’ ) >  d t j  d t ^  ( I I I . 10)
Now,  t o  o b t a i n  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e ,  we l e t




g m n ( t , - t ' ) < s ( t , ) s ( t l ) > d t '  d + '  ( 1 1 1 . 1 1 )
m n 2 2 1 2 1 2
Now l o o k i n g  a t  t h e  t i m e  i n t e g r a l s  s e p a r a t e l y ,  we h a v e
t
1 g m n ( t  - t ' ) s ( t ' ) d t '  = g n ( t ' ) * s ( t ' )
)  m n  1 1 1 1 m n  1 1 
-  CO
d c o 1 ‘ “ l + l— n  ( r.\ \ o. ( i ci I Ii G (w .  ) S (co, ) e  1 1  ( 1 1 1 . 1 2 )I Ul < / J I U.' 12 n  mn I I
- a o
o r  0o  aO
r  da) /  dco
< u  ( r  , t . ) u ( r  , t „  ) >  = D / M 2  2 P 2  ( r )  I — ^ — -  G*  ( u .  )
1 m , n m n  )  2 n  j  2 n  mn 1
-  oo - O O
- i W1 t 1 j W ^ t o
' e 1 1 Gm n (co2 )e  <  S * ( a ) 1 ) S ( u 2 ) >  ( I I I . 13 )
w h e r e  G*  ( oo i ) and  S * ( c o i )  a r e  c o m p l e x  c o n j u g a t e s  o f  G ( coi )  
mn 1 1 mn 1
and  S ( oo  ^ ) . A f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n  i n t o  t h e  s t a t i s t i c a l
t i m e  p a r t  o f  t h e  r e s p o n s e ,  r e p r e s e n t e d  by  t h e  t e r m  i n  p o i n t e d
b r a c k e t s  i n  Eq .  ( 1 1 1 . 1 3 ) ,  i s  now n e c e s s a r y .
'
<  S*  (co1 )S(a>2 ) > - J ( e  i co i 1 1 e IC02 + 2 e (  + , ) e ( + ^ ) < a ( + , ) a ( + ^ ) > d + » d + i
( 1 1 1 . 1 4 )
w h e r e :
(  ico( t ' -  t  ' ) dw
< a ( t '  ) a ( t ' ) >  = R ( x )  = \ P (oo) e 2  1 —  ( M l . 15 )
S  1 2  a  )  a  2 i t
-  oo
We c a n  now f i n d  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  by  l e t t i n g  
t   ^ = t  = t ,  and  Eq .  ( 1 1 1 . 1 3 )  b e c o m e s :
6 3
00 oo
o  f  d<o / -  d o )
2 , , , , .  2  v> n> t -  \ (  1 I 2< u  ( r , t ) >  = D / M z E p m n ( r )  I -----    -  G*  ( to, )
m . n  > 2 „  ) 2 „  mn 1( ? [-«> - 0 0
- j c o . f  ico2 t  r f 00 icoi + i'
'G  (co„)  e e d t . ' d t '  e ( t ! ) e ( t  ' ) e 1 1mn 2 / /  1 Z 1 Z
-oo
03
_j C0 2 t ^  J dOJ ^  i 03 ( t  ^ - 1 1  )
e 1 P^Cco) ( 1 1 1 . 1 6 )
2 ix «•
Now d e f i n e :  w
(  d t  1 -  i ( CO—CO 1 ) t  1
S_(co-co1 ) = J -------  e e ( t  ] )\  U J -U J   / - I « CJ \  I
e 1 )  2 n  1
-  OO
( 1 1 1 . 1 7 )
. °° t
{ d t  y ~ i (co9 -co) t 9
j  W ~  e  2  2  e ( t 2 ’Se (a)2 _co)
- O O
N o t e  t h a t  wh e n  co^  = co2  , Se (co—Ol>i ) and  SQ (co2 -co) a r e  c o m p l e x  
c o n j u g a t e s  o f  o n e  a n o t h e r ,  and  Eq .  ( 1 1 1 . 1 6 )  b e c o m e s :
oo
< u 2 ( r , t ) >  = D / M 2  E P 2  ( r )  I —  | A ( t , c o )  I P (03) ( 1 1 1 . 1 8 )
w h e r e :
(  a t , co) 2  < 
J 2n  Q
-oo
| A ( t , c o ) | 2  = A(  t  ,co. ) A *  ( t  ,co„ ) ;I mn » wm 1 win 2
m , n m n ’ -  o
QO
(  d CO 1 -  i 03 1 t
A ( t  , co ) = 1  L G* (co, ) Sp (co-co, ) e  1
win 1 J  2 Tt mn 1 e •,
-  OO
^ 2 _  G (co7 )S (co? -co) e ' “ 2 +mn 2  e z
2 rt
( 1 1 1 . 1 9 )
0
A *  ( t , co9  ) = ("
win z 1
We s h a l I  now p r o c e e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  mean s q u a r e  
2
r e s p o n s e , ^  u ( r , t ) > ,  by i n v e s t i g a t i n g  Eq .  ( 1 1 1 . 1 8 )  f o r  
v a r i o u s  e n v e l o p e  f u n c t i o n s  and  s o u r c e  c o r r e l a t i o n s .  We s e e  
f r o m  Eq .  ( 1 1 1 . 1 8 )  t h a t  t h e  n o n s t a t i o n a r y  n a t u r e  o f  t h e  r e ­
s p o n s e  c a n  be i n v e s t i g a t e d  by e x a m i n i n g  t h e  i n t e g r a l  e x ­
p r e s s i o n  h e r e  w h i c h  i s  p u r e l y  t i m e  ( o r  f r e q u e n c y )  d e p e n d e n t  
We t h e r e f o r e  l e t :
The mean sq ua re  response  t o  a u n i t  s t e p  and r e c t a n g u l a r  s t e p  enve lop e  
f u n c t i o n  f o r  bo th  w h i t e  n o i s e  i n p u t s  and c o r r e l a t e d  i n p u t  e x c i t a t i o n s  can 
now be found  i d e n t i c a l l y  by r e f e r r i n g  t o  Eqs. ( 11 , 17 )  t h r o u g h  ( 1 1 . 3 3 ) ,  
where we now have:
A = ixP and B = y  / 2  mn mn
V e r i f i c a t i o n  o f  R e s u l t s
For  pu rposes  o f  v e r i f i c a t i o n  we can compare o u r  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  
c r o s s  p r o d u c t  o f  tw o  modes (m,n)  and ( p . q ) :  o u r  Eq.  ( I  I 1 .8)  w i t h  t h a t  o f
Dyer  ( 2 ) ,  Eq.  ( 2 6 ) .  To do so ,  we w i l l  t a k e  t h e  case o f  a u n i t  s t e p  f u n c ­
t i o n  w i t h  w h i t e  n o i s e  i n p u t ,  t = 0 and K = 1 .  A l s o  we must  make t h er  o
a p p r o p r i a t e  s u b s t i t u t i o n s  in o u r  n o t a t i o n  t o  c o r r e s p o n d  w i t h  symbols
used by Dye r ,  by l e t t i n g :  r ^  r ,  r ' ,  t | - >  t ,  t ^  t ' ,  t ' - >  t Q, t ’ -* t ^ ,
d d 1 2
u-* W, 0) - h o  , co a) , Y  , Y + a .  A l s o ,  o u rmn mn pq pq 'mn -*• a ^  pq pq
s p a t i a l  p a r t  o f  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n :  D6(5o ) d ( £ Q) w i t h  t = 0.  Making
t h e s e  s u b s t i  t u t  i o n s  now t o  o u r  Eq. ( I I I  . 8 ) and empIoy i ng o u r  Eq. ( I I I . 7)  
we o b t a i n  D y e r ’ s Eq. ( 2 6 ) .
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A f 2 ® ( r ) ®  ( r ' )
+ t  '
- < . W ( r , t ) W * ( r ' , t ' ) / >'m n , p q 2
oo co M 
mn p q
m n p q
-  oo
d t  '
o
) b ( £  ) 6 (E )J o o
w h e r e
and
d x d y 2 dS ’o
D y e r  t h e n  g o e s  on t o  i n t r o d u c e  new t i m e  v a r i a b l e s
a l o n g  w i t h  c o r r e s p o n d i n g  l i m i t  c h a n g e s  on h i s  i n t e g r a l s .
He t h e n  p r o c e e d s  t o  g i v e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  r e s u l t s  f o r  
s p e c i a l  c a s e s  ( a t  c o i n c i d e n c e ,  a b o v e , a n d  b e l o w  c o i n c i d e n c e )  
by i n t e q r a t i n g  h i s  r e s u l t i n g  e q u a t i o n  i n  s e p a r a t e  r e g i o n s .  
H o w e v e r ,  i n  d o i n g  s o ,  he ma k e s  c e r t a i n  l i m i t i n g  a p p r o x i m a ­
t i o n s  f o r  h i s  00 and  a „  t e r m s  w h i c h  r e n d e r  h i s  f i n a l  r e -  m n m n
s u i t s  n o n - e x a c t .  L a t e r ,  i n  S e c t i o n  I I I  B . ,  we w i l l  c o m p a r e  
o u r  e x a c t  s o l u t i o n  f o r  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n t  s t a t i o n a r y  
r e s p o n s e  o f  a f i n i t e  p l a t e  t o  a c o r r e l a t e d  m o v i n g  f o r c e  
f i e l d  t o  D y e r ' s  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n .
d i v i d e d  i n t o  t w o  p a r t s :  a d i s s i p a t i v e  p a r t  a n d  a r e a c t i v e
p a r t .  I n o u r  c a s e ,  and  m o r e  g e n e r a l l y  when  t h e  s y s t e m  i s  
s t a t i o n a r y ,  t h e s e  a r e  g i v e n ,  r e s p e c t i v e l y ,  by  t h e  i m a g i n ­
a r y  and  r e a l  p a r t s  o f  g ( x , c o ) ,  d e f i n e d  a s :  g " ( x , c o )  and
g ' ( x , c o ) ,  d e f i n i n g  g ( x , c o )  = g ' ( x , c o )  + g " ( x , c o ) ;  w h e r e :
F o r  r e a l  oo, t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  g ( x , co) i s  u s u a l l y
6 6
g " ( x , c o )  = -  i c o / f c o 2 - ^ ]  2  + ( ^  co)2 ; ( a )
n J
g ' ( x ,co) = (co -co2 ) / r c o 2 - c o ^ ' l 2  + ( ^  co) 2  ( b )
n n •*
T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  E q . ( a )  i s  t h e  i m a g i n a r y
o d d  f u n c t i o n  o f  t i m e :
(  dco i co ( t  - 1  ' )
i g " ( x , t - t ' )  = \ —  g " ( x , c o ) e
2 t i. OO
^ / 2 )  1+-+M , ,  r 2 I= ~ ' e 1 ~ s i n  « n ( 1 - £  ) 2 ( t - t ' )
2  CO ( 1 - I 2  ) 5  
n
( c )
L i k e w i s e ,  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  E q . ( b )  i s  t h e
r e a l  e v e n  f u n c t i o n  o f  t i m e :
g ' ( x , t - t ' )  = {  £ g ( x , t - t f ) + g ( x , t ' - t ) " ]
e - ( j / 2 ) | t - t  s i n  (on ( 1 - £ 2 ) ^ j t - t ’ l 
2 con ( 1 - £ 2 ) *
( d )
S i n c e  t h e  r e s p o n s e  i s  c a u s a l ,  o r  e q u i v a l e n t l y ,  s i n c e  
g ( x , c o )  w h i c h  we h a v e  d e f i n e d  a b o v e  i s  a n a l y t i c  i n  t h e  u p ­
p e r  o r  l o w e r  h a l f - p l a n e ,  t h e  r e a l  and  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  
g ( x , c o )  a r e  r e l a t e d  by  t h e  H i l b e r t  t r a n s f o r m  a c c o r d  i ng t o  
t h e  r e l a t i o n s :




g "  ( x ,co) = - P |  —-  g ' ( x , co ) /fco ' -co)
w h e r e  P i m p l i e s  p r i n c i p l e  v a l u e  i n t e g r a l ,  t h a t  i s ,  an i n t e ­
g r a l  s y m m e t r i c a l  a b o u t  t h e  s i n g u l a r i t y .  A l s o :
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oo
g ( x , co) = \ d ( t - t ' ) e
-  i c o ( t - f  » )
g ( x , t - t  ' )
-  oo
Joo d ( + - + ' )  e g ( x , t  - 1 ' ) ( f )
0
w h e r e  t h e  l a s t  t r a n s f o r m a t i o n  r e f l e c t s  t h e  c a u s a l  n a t u r e  
o f  g ( x , t - t ' ) .  I t  i s  a l s o  c o n v e n i e n t  t o  d e f i n e  g ( x , z )  w h i c h
i s  a f u n c t i o n  o f  t h e  c o m p l e x  v a r i a b l e :  z = co + i e ,  f o r  z
i n  e i t h e r  t h e  u p p e r  o r  l o w e r  h a l f  c o m p l e x  p l a n e  a c c o r d i n g
t o  t h e  c h o i c e  o f  t h e  s i g n  o f  t h e  e x p o n e n t i a l .  T h e  f u n c t i o n
g ( x , z )  a p p r o a c h e s  g ( x , c o )  as  e a p p r o a c h e s  0 , and  i s  c l e a r l y  
a n a l y t i c a l  and  b o u n d e d  i n  t h e  d e f i n e d  u p p e r  o r  l o w e r  h a l f  
z -  p I a n e .
B . T e mp e r a t u r e  D e p e n d e n t  S t a t i o n a r y  R e s p o n s e  o f  a_
F i n i t_e P l a t e  t o  a_ C o r r e  I a t e d  Mov  i ng F o r c e  F i e l d
The  v i b r a t i o n  o f  a p l a t e  e x p o s e d  t o  t h e  e x t e r n a l  
f o r c i n g  f i e l d  f ( r , t )  i s  a s s u me d  t o  o b e y  t h e  c l a s s i c a l  t h i n  
p l a t e  e q u a t i o n  ( s e e  A p p e n d i x  D ) :
w h e r e  u ( r , t )  i s  t h e  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  n e u t r a l  p l a n e  o f  
t h e  p l a t e ,  B i s  t h e  p l a t e  b e n d i n g - s t i f f n e s s  , M i s  t h e
( B / M V 4  + +
t
f / M ( 1 1 1 . 2 1 )
p l a t e  ma s s  p e r  u n i t  a r e a  and  \ i s  t h e  a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t  
( c o n s i s t i n g  o f  t w o  p a r t s ,  '’j  y a n d  ' j  , s e e  A p p e n d i x  F ) .
The  b e n d i n g - s t i f f n e s s  a n d  a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t  a r e
g i v e n ,  r e s p e c t i v e l y ,  b y :
1 2 ( 1 - v 2 )
2 kTcx2 E ( 1 + y)
T 3 C 2  h 2  ( 1 - v )
P
( I I I . 2 2  )
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w h e r e  E i s  Y o u n g ' s  M o d u l u s ,  h i s  t h e  p l a t e  t h i c k n e s s ,  v  
i s  P o i s s o n ' s  R a t i o ,  T i s  t h e  t e m p e r a t u r e ,  k  i s  t h e  t h e r m a l  
c o n d u c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  a  i s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e r m a l  
e x p a n s i o n  and C ^ i s  t h e  s p e c i f i c  h e a t  a t  c o n s t a n t  p r e s s u r e .
B o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( a s s u m e d  t i m e  i n d e p e n d e n t )  and 
i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  t o  be s p e c i f i e d  w i t h  Eq .  ( 1 1 1 . 2 1 )  
w h i c h ,  h o w e v e r ,  we s h a l l  l e a v e  t o  an a p p l i c a t i o n  l a t e r .
We may a s s o c i a t e  w i t h  Eq .  ( 1 1 1 . 2 1 )  t h e  c o r r e s p o n d ­
i n g  c a t i o n  f o r  t h e  i m p u l s e  r e s p o n s e ,  g ( r , t ; r Q , t 0 ) ,  o f
t h e  p l a t e :
B/ M V 4  q + ( a 2 g / a  + 2 ) + i  ( a  g /  d  t ) = 6 ( x - x 0 ) 6 ( y - y 0 ) 6 ( t - t 0 )
( 1 1 1 . 2 3 )
The  f u n c t i o n  g i s  t h e  r e s p o n s e  a t  r  and  t  t o  a u n i t
i m p u l s e  a t  p o s i t i o n  r  q o c c u r r i n g  a t  t i m e  t  ^  . T h e n  t h e  i n ­
t e g r a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t  u may be w r i t t e n  a s :
u ( r , t )  = (" d t  f  dS g ( r  , t  ; r  , t  ) f  ( r  , t  )
o j s o o o °  °  ( | | | . 24 )
w h e r e  we h a v e  a b b r e v i a t e d  d S Q f o r  d x Q d y 0  . Eg .  ( 1 1 1 . 2 4 )  i s ,
i n  e s s e n c e ,  a sum o f  a l l  e l e m e n t a l  r e s p o n s e s  o f  t h e  p l a t e
f o r  a l l  t i m e s  t Q b e f o r e  t i m e  t .
We may o b t a i n  a f o r m a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  i m p u l s e
r e s p o n s e  i n t e r m s  o f  t h e  e i g e n f u n c t i o n s  o f  n o r m a l  mo d e s  o f
o s c i l l a t i o n  o f  t h e  p l a t e .  Th e  n o r m a l  mode  U f o r  a mo d e ,K mn
d e s i g n a t e d  by t h e  t w o  o r d e r  n u m b e r s  m and  n ,  i s  o f  t h e  f o r m :
Um n ( r ’ + )   \ n ( r )  e x P ( ~ a mn "  ia)m n+ )  ( 1 1 1 . 2 5 )
w h e r e  a m n i s  t h e  mo d a l  d a m p i n g  and  tomn i s  t h e  damped  r e s o ­
n a n c e  f r e q u e n c y .  B o t h  a and  0)mp a r e  t a k e n  t o  be r e a l  and
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p o s i t i v e .
The  n o r m a l  m o d e s  s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n :
b / m v4umn + i a \ „ / a t 2) + i  <dumn/a t )  = o
( I I i . 2  6  )
S u b s t i t u t i o n  o f  Eq .  ( 1 1 1 . 2 5 )  i n t o  Eq .  ( 1 1 1 . 2 6 )  g i v e s  
t h e  e q u a t i o n  f o r  t h e  e i g e n f u n c t i o n s ,  ®mn :
4 2 j
B/ M V O  + 0  ( - a  — I oo ) + 1 4  ( - a  — i co ) = 0mn mn mn mn mn mn mn
( M l . 2 6 a  )
o r ,  t a k i n g  o n l y  r e a I  t e r m s :
v V  n + f ( M / B ) ( a  -o) ) -  ( ' i  M /  B ) a ~l<X> = 0
mn 1 mn mn m nJ  mn ( I I I  2 6 b )
o r  ,
V 4 ®mn -  r m n® "n  = 0  ( 1 M - 2 7 )
w h e r e
m4  -  l i i  _ M , 2 _ 2 1 = M r ,  _ 2  _ 2  1
1 mn "  B a mn B ^ n  “ m n 1 B "  a mn l a mn “ m n ' J
a n d  T a r e  t h e  e i g e n v a l u e s ,  t a k e n  t o  be r e a l .  Th e  e i g e n -  
m n
f u n c t i o n s  a r e  o r t h o g o n a l .  A l s o ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  h a v e  
t h e  e i g e n f u n c t i o n s  n o r m a l i z e d .  T h u s ,  t h e y  o b e y  t h e  i n t e g r a l
j,s ®mn®pq dS = 6 mp5 nq CM 1 . 2 8 )
w h e r e  6  i s  t h e  K r o n e c k e r  d e l t a .  S o l u t i o n s  o f  Eq .  ( 1 1 1 . 2 7 )
a r e  t o  o b e y  t h e  same b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  as  t h o s e  o f  Eq .
( 1 1 1 . 2 1 ) .  The  e i g e n v a l u e s ,  T , a r e  t h e n  d e t e r m i n e d  by
m n
t h e  p a r t i c u l a r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  i n t e r e s t .
The  mo d a l  d a m p i n g  a n d  d a mn e d  r e s o n a n c e  f r e q u e n c y  
a p p e a r i n g  i n  Eq .  ( I I I . 2 5 )  a r e  d e t e r m i n e d  by  t h e  d a m p i n g
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c o e f f i c i e n t s  and  e i g e n v a l u e s .  F r o m  E q s .  ( 1 1 1 . 2 5 ) ,  ( 1 1 1 . 2 6 )
a n d  ( 1 1 1 . 2 7 )  we o b t a i n  t w o  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  i n  a mp
and  o)mn as  f o l l o w s :
F rom  t h e  r e a l  t e r m s  o f  Eq .  ( 1 1 1 . 2 6 a )  we o b t a i n e d :  
V \ n  + ^  = . » ]  ®mn = 0  < 1 1  I . 2 6 b )
F rom  t h e  i m a g i n a r y  t e r m s  o f  Eq .  ( 1 1 1 . 2 6 a )  we o b t a i n
a n n u mn "  ^  “ m n ]  % n  = 0  ( I I I  . 2 6 c )
o r ,  f r o m  E q . ( 1 1 1 . 2 6 c ) ,  s e t t i n g  t h e  b r a c k e t e d  t e r m  e q u a l
t o  z e r o ,  we o b t a i n :
a = */  2 ( 1 1 1 . 2 9 )
m n
Now,  u s i n g  Eq .  ( 1 1 1 . 2 7 ) ,  Eq .  ( M l . 2 6 b )  b e c o m e s :  
,4 ^  M,  2 2 , i MTr. . 2 1 M 1r + - - ( a  - GO ) -  — a m n l
L mn B mn mn B m n i
. 3> = 0mn I mn
w h e r e  t h e  t e r m  i n  b r a c k e t s  a g a i n  m u s t  e q u a l  z e r o ;  t h e r e f o r e
co2  = ~  T 4  -  a 2  j |  T 4  ( 1 1 1 . 3 0 )
mn M mn mn mn
We now r e t u r n  t o  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  t h e  i m p u l s e  
r e s p o n s e .  We i n t r o d u c e  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  G,  w h i c h  i s  
t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  g :
- a*
9  ( r  , t ; r  , t  ) = —o o 2 n j  w .. w -  ( | | | 1 )
00
j” G ( r , r Q ;co) e x p  ^ - i w ( t - t Q ) ]  dco 
-   ^
S u b s t i t u t i n g  i n t o  Eq .  ( I  I I . 2 3 )  we o b t a i n :
B / M V 4 g -  go2 G -  i u l  G = 6 ( x - x n ) 6 ( y - y n )
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j c j^M  + i co j  M " jo r  4
V G -  I I G = 6 ( x - x  ) 6 ( y - y  )
B J o o
o r  4 4V G - r G = 6 ( x - x ) 6 ( y ~ y )  ( 1 1 1 . 3 2 )o  o
w h e r e  T 4  = ^  + ^ 1 -1  ( 1 1 1 . 3 3 )
B
The  G r e e n ' s  f u n c t i o n  G c a n  be e x p a n d e d  i n  t e r m s  o f  
t h e  e i g e n f u n c t i o n s  ©m n as  f o l l o w s :
G ( r , r  ;co) = 2 A ( r  ;co) © ( r )  ( 1 1 1 . 3 4 )
o mn o mn
We e v a l u a t e  t h e  c o e f f i c i e n t s  Amn by  p l a c i n g  Eq . 
( 1 1 1 . 3 4 )  i n t o  Eq.  ( 1 1 1 . 3 2 ) ,  u s i n g  Eq . ( 1 1 1 . 2 7 ) ,  m u l t i p l y i n g
by ®pq> i n t e g r a t i n g  o v e r  S,  and  u s i n g  Eq .  ( 1 1 1 . 2 8 ) ,  t o  o b t a i n
, , ©mn  ^ r o ^A ( r  ,co) =  j
mn o 4 4 ( I I I . 3 5 )
r rm n
and
© ( r ) © ( r  )
G ( r  , r  ; a ) ) = 2 ~"LD------------mn------ ( 1 1 1 . 3 6 )
°  m , n 4 4
r _ rmn
We t h e n  u s e  Eq .  ( 1 1 1 . 3 1 )  w h i c h  i s  e v a l u a t e d  by  t h e  c a l ­
c u l u s  o f  r e s i d u e s  a t  t h e  p o l e s  t o  o b t a i n  g ( r  , t ; r Q , t Q ) as  
f  o I  l o w s :
( + + ) -  ^  ° mn  ( r  ^ m n  ( r o 5 f  e x p  [ -  ico( t - t n ) 1g t r , T , r 0 , T 0 J -  h  I A A dco
m , n 2 n  J
— 00 ^mn ^
( I I I . 3 7 )
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4 4 M. 2  2 N M,  2 . , x
p  ~ p  -  n ( +  a ) -  r, (co +  ICO ni  i  R mn mn  R 'm n
M 2  2 2
( w + a - c o  -  2 i coa ) 
B mn mn mn
To f i n d  p o l e s ,  we s e t  t h e  t e r m  i n  p a r e n t h e s e s  e q u a l  t o  
z e r o ,  a n d  t a k i n g  t h e  r e a l  p a r t ,  we o b t a i n :
2
co
r  2 2 - i
I + aLw m n m n -•
0
T h i s  i s  o f  t h e  f o r m  a x  + bx  + c  = 0 ,  w h e r e  a = 1,  b = 0 ,





= * i  \ ^ < l + a 2 >r = + [<-  mn m n j  - L (co - i a  ) (co + i a „ „ ) mn mn mn mn 1
o r ,  c h o o s i n g  t o  c l o s e  t h e  c o n t o u r  b e l o w ,  we h a v e








= -  (co + i a ) mn mn
Re
dz d 0
T h e r e f o r e ,  we h a v e :
oo
e x p £ -  i z ( t  - t Q )"] dz
-  oo
( Z - CO^ ) ( Z - CO2 )
-  2  rc i [ R e s ( c o ^ )  + R e s t c ^ ) " ]
o r
e x p  [ - i z ( t - t  ) J dz 2 ti
- 0 0
( z —co^  ) ( z — co 2  ) CO
e x p l - a  ( t - t  )| s i n  <0 ( t - t  ) K L mn o J mn o
mn
( 1 1 1 . 3 8 )
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Now,  s u b s t i t u t i n g  Eq .  ( 1 1 1 . 3 8 )  i n t o  Eq .  ( 1 1 1 . 3 7 ) ,  
we o b t a i n  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r  a p l a t e  a s :
f t  + i  V  <^>m n  ^ r  n  ^ r o  ^ r  , , , . 1 .
9 ( r , t ; r 0 , t 0 ) = £     M---------e x p  ^  - a mn ( t - t Q ) J
mn mn
’ s i n  To) ( t - t  ) j  IJ ( t  — t  ) ( 1 1 1 . 3 9 )L mn o 1 o
w h e r e  U ( t  - 1 ) i s  t h e  u n i t  s t e p  f u n c t i o n .
The  c o r r e l a t i o n  may  be o b t a i n e d  f r o m  an e n s e m b l e
a v e r a n e  o f  t h e  p l a t e  r e s p o n s e  ( s e e  A p p e n d i x  B ) .  W i t h  t h e  
u s e  o f  Eq .  ( 1 1 1 . 2 4 ) ,  t h e  c o r r e l a t i o n  may  be w r i t t e n  a s :
OO CO f  .
< u ( r , t ) u * ( r ' , t ' ) > =  ( d t  f  d t ' l / d S d S '  q ( r , t : r  , t  ) •x  '  I o l  o >r/c o o ' o o
-o o  -  oo J
• q * ( r ' , t ' ; r ' , t ' )  <  f ( r  , t  ) f ( r ' , t ’ ) >  ( 1 1 1 . 4 0 )
o o o o o o
E q u a t i o n s  ( 1 1 1 . 3 9 )  a n d  ( 1 1 1 . 4 0 )  f o r m  t h e  g e n e r a l
s o l u t i o n  t o  t h e  p l a t e  r e s p o n s e  p r o b l e m .  W i t h  t h e  u s e  o f
a p a r t i c u l a r  f o r m  f o r  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  c o r r e l a t i o n ,  
and  w i t h  t h e  a d o p t i o n  o f  p l a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  
d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e i g e n f u n c t i o n s  and  e i g e n f r e q u e n c i e s ,  
we may p r o c e e d  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  Eq .  ( 1 1 1 . 4 0 ) .  I n p a r t i ­
c u l a r ,  we s h a l l  d i s c u s s  t h e  r e s p o n s e  o f  a f i n i t e  p l a t e  t o
a f o r c e  f i e l d ,  f ( r , t ) ,  w h o s e  c o r r e l a t i o n  i s  d e s c r i b e d  b y :
< f ( r , t ) f * ( r ' , t ' ) >  = A f 2 6 ( £ - v - c ) f c ( 5 )  e x p  ( -  | x  I / © )  c o s  Q t
( 1 1 1 . 4 1 )
R e s p o n s e  o f  a S i m p l y  S u p p o r t e d  P l a t e  
We c o n s i d e r  h e r e  a s  an e x a m p l e  a s i m p l y  s u p p o r t e d  
p l a t e  o f  d i m e n s i o n s  L x a n d  L y .  Th e  d e f l e c t i o n  and  b e n d i n g
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mo me n t  a r e  b o t h  z e r o  a t  t h e  p l a t e  e d g e s ,  and  t h e  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s  a r e :
u =  3 ^ u / d x ^  = 0 ;  x = 0 , L x
? o ( 1 1 1 . 4 2 )
u = 3  u /  £  y = 0 ;  y = 0 , L y
N o r m a l  s o l u t i o n s  o f  Eq .  ( 1 1 1 . 2 7 )  w h i c h  o b e y  t h e s e  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e :
® ( r )  =    r  S i n  x  s i n  P  y ( I I I . 4 3 )mn |  Ly L y
( L x L y ) 2 X y
w h e r e  9  ,  „  . 2  _ „  , 2
■'i - ( ^  +(e) ( 1 1 1 . 4 4 )-x • '  ‘- y
W i t h  t h e  u s e  o f  Eq s . ( 1 1 1 . 4 1 )  and  ( 1 1 1 . 3 9 ) ,  we s e e
t h a t  Eq . ( 1 1 1 . 4 0 )  f o r  t h e  p l a t e  d i s p l a c e m e n t  c o r r e l a t i o n
i n v o l v e s  t h e  p r o d u c t  o f  t w o  d o u b l y  i n f i n i t e  s u m s ,  a t y p i ­
c a l  t e r m  o f  w h i c h  i s  t h e  c r o s s  p r o d u c t  o f  t w o  mo d e s  ( m , n )  
a n d  ( p , q ) :
t  t
2  ® ( r  )® ( r  ’ )
_____
2  I u 1 o I u 1 o< u ( r , t ) u * ( r ' , f  ) > _  _  = A f  — - n j j q    j  d t Q j ^ d t  'm n , p q co 00 M
mn pq - 00 ~ 00
/  dS f  d S T ® ( r  ) ® ( r  1 ) e x p f - a  ( t - t  ) - a ( t  ' - 1 ' )o J c o mn o pq o I  mn o pq oO
-  | T o l / 0 ]  s i n  Mm n ( t - t 0 ) s i n  co ( t  ' - 1 ^  ) 6  ( ^ - v x Q ) 6  ( ) c o  s f i xpq o -xo o - " 0  o
( 1 1 1 . 4 5 )
w h e r e  C = x ~x ' , Ej = y - y ' , and  x  = t  - 1 ’ .•^o 0 0 0  y o 1 o  o 0 0
75
Th e  y Q i n t e g r a t i o n  i s  s i m p l e  b e c a u s e  o f  t h e  d e l t a  
f u n c t i o n ,  6 ( E n ) = 6 ( y n - y ' ) .  T h u s  we h a v e  f r o m :
i  dS4 d S '  O ( r  ) $  ( r ' ) 6 ( y  - y  ' ) = 6m n  r~\ n  n  r\ ' r\ f r\t w Jr  o m n o p q o  ' o ' o n q
T h e  i n t e g r a t i o n  f o r  x i s  e q u a l l y  s i m p l e  i f  we a s ­
sume v 0 ^ <  L . We h a v e  f r o m :  
x
/ dS°/ 'C /Q dS-  ®mn  ^ r o ^ p q   ^ r o ^ ^ o  V T o^  ^ m p c o s  a mT o
w h e r e  a mTivm l x
H e r e  may  be t e r m e d  t h e  c o n v e c t i o n  f r e q u e n c y ,  and
i s  i n t e r p r e t e d  as  t h e  f  r e a u e n c y  a t  w h i c h  t h e  t u r b u l e n t  f i e l d
i s  c o n v e c t e d  p a s t  a l e n g t h  o f  p l a t e  e q u a l  t o  t h e  m - m o d e l
wa v e  l e n g t h .  We s e e  t h a t  by  v i r t u e  o f  t h e  K r o n e c k e r  d e l t a s ,
6  and  6  , t h e  p l a t e  mo d e s  a r e  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t ,nq mp r
P h y s i c a l l y  t h i s  i s  d u e  t o  t h e  l a r g e n e s s  o f  t h e  p l a t e  c o m p a r e d  
w i t h  t h e  c o r r e l a t i o n  s i z e  o f  t h e  s o u r c e .  We c a n  now r e w r i t e  
Eq .  ( 1 1 1 . 4 5 )  as  f o l l o w s :
t  t
2 <t> ( r ) O ( r  ’ ) (
^ u ( r , t ) u * ( r ' , t ' ) ^  = A f  - ~ n---------- ^  9— I d t  I d t  '
S  ' " "■ P I  <0 co M2 )  °  Jm n p q  - 0 0  _ qq
e x p  r - a  ( t - t  ) - a  ( t  T — t  * ) -  lT o | / © I  6 6 cos a mx,
L mn o pq o J nq mp m c
' c o s  ! )t  s i n  co ( t - t  ) s i n c o  ( t  ' - 1 ' ) ( 1 1 1 . 4 6 )o mn o pq o
We now t u r n  t o  t h e  t i m e  i n t e g r a l  o f  Eq .  ( 1 1 1 . 4 6 ) .
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To f a c i l i t a t e  i n t e g r a t i o n ,  we i n t r o d u c e  t h e  v a r i a b l e s :
Y = ( t ’ - t  ' ) -  ( t - t  ) = x  -  x
1 o o o
y. = ( t  ' — t  1 ) + ( t - t  )
o o
( 1 1 1 . 4 7 )
F r o m t h e  J a c o b i a n  o f  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  we
o b t a i n :
d t Q d t ^  = M y  dy,  ( I I I  . 4 8 )
w h e r e  t h e  l i m i t s  a r e :  - u  ^  Y -  U;  0 f  i i  ^  oo
Upon  a c t i v a t i n g  6  a n d  6  , Eq .  ( 1 1 1 . 4 6 )  b e c o m e s :
m p n q
/ u ( r , t ) u * ( r ' , t ' ) >  = — $  ( r )G> ( r ' ) I  ( x )  ( 1 1 1 . 4 9 )
2  2  mn mn mn
4oo M
m n
w h e r e  t h e  t i m e  c o r r e l a t i o n  i n t e q r a l ,  I  ( x )  i s  g i v e n  b y :
m n
I  ( x ) m n
oo /X
j  dU f  dy  e x p  [ - a mny -  j
- M
' c o s  a m ( y + x )  c o s  £2 ( y  + x )  £ c o s  « mnY -  c o s  wmnu j
f o r  x  ^  0 ( 1 1 1 . 5 0 )
The  t o t a l  p l a t e  d i s p l a c e m e n t  c o r r e l a t i o n  i s  g i v e n  
by  t h e  sum o v e r  a l l  m and n o f  t e r m s  l i k e  Eq .  ( 1 1 1 . 4 9 ) .  
B e c a u s e  o f  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  s i g n  i n  t h e  i n t e g r a n d ,  we 
m u s t  i n t e g r a t e  Eq.  ( 1 1 1 . 5 0 )  i n  s e p a r a t e  r e g i o n s ,  d e p e n d i n g  
u p o n  w h e t h e r  y i s  g r e a t e r  o r  l e s s  t h a n  - x .  T h u s  Eq .  ( I I I .  
b e c o m e s :
5 0  )
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f  [ d u  f  dy  e x p  \ ~ i r \  + f  d y  (  dy  e x p
r  r -  - t  r
1 dy. j dy  e x p l  —- —— 1 e x p  c o s  a r r / Y + T  ^ c o s  ^ ( Y + t )
'o in
• [ c o s  comnY -  C O S  tomny  j  ; x  >  0 ( 1 1 1 . 5 1 )
The  i n t e g r a l  f o r  X < 0 i s  i d e n t i c a l  t o  Eq .  ( 1 1 1 . 5 1 )  
e x c e p t  t h a t  x  i s  r e p l a c e d  by  - x  t h r o u g h o u t .
Mean R e s p o n s e  B e l o w  C o i n c i d e n c e  
I n many  a p p l i c a t i o n s ,  t h e  d a m p i n g  i s  l ow ^ a mn® ' <- < ^  
a n d  t h e  mean c o n v e c t i o n  s p e e d  i s  muc h  s m a I l e r  t h a n  t h e  c o i n ­
c i d e n c e  s p e e d  ( v <  < v 0  ) . C o n s e q u e n t l y ,  we w i l l  i n v e s t i g a t e  
Eq .  ( 1 1 1 . 5 1 )  f o r  a m< < c o mn ( o r  a ^ ~ 0 ) .  A l s o  we w i l l  e x p a n d  
x  t o  i n c l u d e  a l l  v a l u e s  -  oo i x < oo , t h u s  c a n c e l l i n g  a l l  s i n e  
t e r m s  w h i c h  w i l l  o c c u r  when  Eq.  ( 1 1 1 . 5 1 )  i s  i n t e g r a t e d  f o r  
v a l u e s  o f  x  >  0  o n l y  ( i . e . ,  t h o s e  f o r  x <  0  c a n c e l l i n g  t h o s e  
f o r  x  j? 0 ) ,  and  we o b t a i n :
l x l _  -r- r  _ ~i 2 0 e _ a mn l x lo 3 mn * ” rnCl  q) x  , ^ c o  m n
I  ( x  ) = - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -mn
4 a
 T ~ 7
1 +a ©
+ - A ®  ++ 2  2  
1 +b © J
a c o s  to x m n m n
m n
2 2 2 2 
( 1 +f i  0  ) ( a + ( 0 )
m n m n
, 2  ■ | - l x | / 9  _ I ( a 2 0 2  -  1 ) 0 2  ( b 2 0 2 -  1 ) 0 2  ^c o s  f i x -  s i n  f i x + e c o s --Q x l ------------—-— =— + — i— :— :—  +
2 2 2 
( 1 + a 0  )
2 2 2 
( 1 +b © )
2  2 
© ( 1 - a f i ©  )
2  2  
0  ( 1 - b f i 0  ) 1 e _ 2 | x | / © ^ - a mn T
r  2  2  2  
( 1 - a  e  ) 6
2 ( 1 + a 2 0 2 ) ( 1 + f i 2© 2 ) 2 ( 1 + b 2 © 2 ) ( 1 + f i 2© 2 ) 1 , , ^ 2 ^ . 2  . 2  ( 1 +a 0  )
• t
1  ( 1 - b 2 © 2 ) © 2  r
x  I + -----------2 T 2 _ T _
J  ( 1 +b © ) L
c o s  ( 2 Q+oomn ) x  + c o s  ( c g > - 2 Q )  I 
mn rnn * ( 1 +b 0
+ c o s ( o o mn - 2 f i ) x
c o s  ( 2 f i+oomn ) x  +
l| , o _£lr" " | Tl cc)3 MmnT ( 1 + a 2 © 2 ) © 2 2  2  2  + ( 1 - b  © ) 0JJ 2 2  2  2  _ ( 1 +a © ) 2  2  2 ( 1 +b 0  )
( 1 1 1 . 5 2 )
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w h e r e :  a '  = a  + £2 , a"  = a  -  f i ,  a = a '  + co , b
m m  m m  m mn
a ' -oo
mn
a ' -  com mnd = a "  + gj , e m mn
T h i s  Eq .  ( 1 1 1 . 5 2 )  t o g e t h e r  w i t h  Ea .  ( 1 1 1 . 4 9 )  t h u s  
g i v e s  t h e  c o r r e l a t e d  r e s p o n s e  o f  a s i m p l y  s u p p o r t e d  f i n i t e
p l a t e  w i t h  l ow d a m p i n g  ( a 0  < < 1 ) , b e l o w  c o i n c i d e n c emn
( a  < < co ) .  H e r e  we h a v e  l e t :  
m m n
0 , = Q , a^j  - -Q ,
a = Q + co , b = Q -  co , d = - Q + comn m n m n
= - a  .
■b , and  e = -  ( Q+comn )
I n o r d e r  t o  v e r i f y  t h i s  r e s u l t  we c a n  c o m p a r e  o u r
f i n d i n g s  w i t h  t h o s e  o f  D y e r  ( 2 ) .  I n o r d e r  t o  do  s o ,  we
m u s t  f i r s t  a d a p t  o u r  f o r c e  f i e l d  c o r r e l a t i o n  t o  t h e  c a s e
o f  an e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  c o r r e l a t i o n  by  s i m p l y  l e t t i n g
2  2Q  0 .  T h u s ,  we l e t :  a = oo , b = -co a n d  a '  = b , andmn m n
o b t a i n :
I  ( x  ) mn
-  a m n | t |
C O S  COm n T
2 © 2 0 a m n
m n
( 1 + g o 2  0 2  ) ( a 2m n + co ) m n m n
2 2e - 2 I H / t „ Mn|ns  ) 9
(1 +co2 e 2 ) 2
m n
M  / © 2  2
( 2“ mn0 + 1 ) 0
( 1 +G02 0 2 ) 2
a mn l T  ^ 2  2  g
; ( 1 - com n 0  ) ©
( 1 + C 0 2  0 2  ) 2 
mn
a 0 < < f 1 , a < < i c omn ’ m mn ( I I I . 53 )
mn
We s h a l l  s e e  b e l o w  t h a t  D y e r  ( 2 )  i n  h i s  Eq .  ( 4 1 )  
h a s  n e g l e c t e d  t h e  l a s t  f o u r  t e r m s  i n  Eq .  ( 1 1 1 . 5 3 )  when  
r o u n d i n g  o f f  i n  h i s  e s t i m a t e  o f  t h e  r e s p o n s e  b e l o w  c o i n ­
c i d e n c e  w i t h  l ow d a m p i n g .
Su mma r y  o f  D y e r ' s  R e s u l t s  ( 2 )
M_enn Sq_u_are_ R e s p o n  s e a t  Co i n c i d e n c e . D y e r  f i r s t
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c o n s i d e r s  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  mean  c o n v e c t i o n  s p e e d ,  v ,  o f  
t h e  r a n d o m p r e s s u r e  f i e l d  may be t h e  same o r d e r  a s  t h e  
f r e e  f l e x u r a l  p h a s e  v e l o c i t y  i n  t h e  p l a t e ,  C ^ ,  w h e r e :
4 2
Cu = co ( B / M )  ( 3 4 )b
The  t i m e  c o r r e l a t i o n  i n t e g r a l  I  ( x )  i s  t h e n
m n
s p e c i a l i z e d  t o  x  = 0  as  w e l l  as  a m = com n ( i . e . ,  v = v Q ) •
He f i n d s :
©
I  ( 0 )  %  —-------------------------------- ; co © > 1 ( 3 7 )
mn t . 1 \ mn
a mn mn + 1 }
I n t h e  c a s e  o f  l o w  d a m p i n g  ( a mn© < <  1 ) , Eq .  ( 3 7 )  
s h o ws  t h a t  t h e  r e s p o n s e  i n c r e a s e s  l i n e a r l y  w i t h  i n ­
c r e a s i n g  l i f e t i m e  and  d e c r e a s i n g  d a m p i n g .  H o w e v e r ,  
n o t e  t h a t  f o r  h i g h  d a m p i n g  ( a mn0 > > 1 ) t h e  r e s p o n s e  
i s  p r o p o r t i o n a l  t o  a ~ 2 , c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  s i t u a ­
t i o n  i n  w h i c h  d a m p i n g 11 d e c r e a s e s  t h e  d i s p l a c e m e n t  
a t  r e s o n a n c e  w i t h o u t  a p p r e c i a b l y  b r o a d e n i n g  t h e  
b a n d  w i d t h  o f  t h e  r e s o n a n c e .
I f  cxm i s  c l o s e  t o  b u t  n o t  q u i t e  e o u a  I t o  co 
we o b t a i n  ( f o r  t h e  c a s e  o f  l ow d a m p i n g )
( 2  )
m n
u mn 0  < 1 ’ a mn0 < < 1
I  ( 0 ) ~    T  ( 3 8 )m n
a m n + ^ m 0  comn0  ^ 1
Mean S q u a r e  R e s p o n s e  Be I ow Co i nc  i d e n c e  . D y e r  t h e n
i n v e s t i g a t e s  o u r  Eq .  ( 1 1 1 . 5 1 )  f o r  a m < <  co a n d  s p e c i a l i z e s^ m m n
t o  t h e  c a s e  x  = 0 , and  o b t a i n s  r e s u l t s  f o r  t w o  s p e c i a l  
c a s e s :  l ow d a m p i n g  a n d  h i g h  f r e q u e n c y ,  g i v e n  r e s p e c t i v e l y  as
I  ( 0 )  ^   — -------—  ; a © <  < 1 ( 41 )mn , . ? c.2 . mn
a mn mn }
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and
a mn0  + 1 +a 2 0 2
( 4 2  )
m
D y e r ' s  Eq .  ( 4 1 )  c a n  be c o m p a r e d  d i r e c t l y  t o  o u r
Eq.  ( I I I . 5 3 )  w i t h  x  = 0 .  We s e e  a g a i n  t h a t  D y e r  h a s  n e g ­
l e c t e d  t h e  l a s t  f o u r  t e r m s  i n  o u r  Eq .  ( I I I . 5 3 )  i n  h i s  e s ­
t i m a t e  o f  t h e  mean  s q u a r e  r e s p o n s e  b e l o w  c o i n c i d e n c e  w i t h  
l o w  d a m p i n g .  Th e  s e c o n d  t e r m  i n  Eq .  ( I I I . 5 3 )  c o u l d  e a s i l y  
be n e g l e c t e d  f o r  t h e  c a s e  o f  l ow d a m p i n g .  The  l a s t  t h r e e  
h o w e v e r ,  c a n  be s i g n i f i c a n t  i n  many  a p p l i c a t i o n s  and  s h o u l d  
be i n c l u d e d  i n  t h e  r e s u l t s .
D j s p I a c e m e n t  C o r r e l a t i o n  B e l o w  Co i  nc  i d e n c e . D y e r
l a s t l y  c o n s i d e r s  a  < < co as i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  b u t  ’ m mn r
w i t h  x  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o .  F o r  t h e  c a s e  o f  l ow d a m p i n g ,  
he o b t a i n s :
\ , n ‘ x )  ~  8XP [ - ’ r r m M j c o s  V -  a . n e «  1
a mn “ mn0  1
( 44 )
Eq.  ( 1 1 1 . 4 9 )  t h e n  r e d u c e s  t o  t h e  r e s u l t  o b t a i n e d  
by  E r i n g e n  ( 8 ) f o r f h e  c a s e  o f  z e r o  l i f e t i m e .
I n r e v i e w i n g  D y e r ' s  r e s u l t s ,  t h e r e f o r e ,  we s e e  
t h a t  mo r e  c o m p l e t e  e x p r e s s i o n s  f o r  a l l  o f  h i s  r e s u l t s ,  
a t  and  b e l o w  c o i n c i d e n c e ,  c a n  be f o u n d  f r o m  o u r  E q s .  ( 1 1 1 . 5 2 )  
and  ( 1 1 1 . 5 3 )  w i t h  a p p r o p r i a t e  l i m i t s  s e t  on a m n ©,  o)mn© 
and  a m© f o r  s p e c i f i c  c a s e s  o f  i n t e r e s t .
I ow Co i  nc  i d e n c e . F o r  x  = 0 ,  we c o u l d  w r i t e  Eq .  ( 1 1 1 . 5 3 )
a s :
Compa r i s o n  o f  o u r  I m n ( x= 0 ) w i t h  D y e r ' s  I  ( 0 ) Be -■- —m n  — —
8 1
I (0) mn
2 0 2 ©a mn
a ( 1 +oo2  © 2  ) 
mn mn ( a 2  +co2mn mn
( 2 oo2  © 2 + 1  ) © 2  mn
( 1 +co2  0 2  ) 2  
m n
mn c<. COm n > >  1
C o m p a r i n g  now t h e  f i r s t  and  s e c o n d  t e r m s ,  we h a v e :
m n
( a 2  +co 2  mn mn
a m n ( l t M mne 2 )
2 ©




I T  
Mm n ^ a mn
“ n0
w h e r e  d i m e n s i o n a l l y ,  we h a v e :  
a = [  1 ]  ; © = [ t ]  ; and  o>mn = [ i ]m n L j
2 2
T h i s  t e r m ,  a mn© , i s  t h u s  a n u m b e r  s h o w i n g  s e c o n d  o r d e r  d i f  
f e r e n c e s  f r o m  t h e  s e c o n d  t e r m  o f  Eq .  ( 1 1 1 . 5 3 )  w i t h  D y e r ' s  
r e s u l t s .
Now c o m p a r i n g  t h e  f i r s t  a n d  t h i r d  t e r m s ,  we h a v e :  
<2 ( 0 )e2 . a m n <1 +M2 n9 2 >  ^ 2ul„e2 ■ a mne  ^
( 1 +C0 2  0 2  ) 2  2 0  2 ( 1  +O0 2  0 2  )mnmn
2 2 
2 comn® ’ amn0
2 2  ~ a m n 0
2 co 0
mn
T h e r e f o r e  o u r  e x p r e s s i o n  f o r  I  ( 0 )  c a n  be w r i t t e nmn
a s :  _
I  ( o ) ~ ------------—
m n p, ( 1  +f, i2  2  1amn mn
I 1 + a 0  + ( a 0 ) IL  mn mn J
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We c a n  s e e  f r o m  t h i s  t h a t  D y e r ' s  r e s u l t s  a r e  g o o d
f o r  h i s  a s s u m p t i o n  o f  a 0  = co £ 0 < < 1  ( i . e . ,  l o w  d a m p i n gK mn mn '
a n d  s h o r t  s o u r c e  l i f e t i m e ) ,  b u t  b e c o me  m o r e  i n e x a c t  f o r  
s y s t e m s  w i t h  l a r g e r  d a m p i n g  s u b j e c t e d  t o  s o u r c e s  o f  r e l a ­
t i v e l y  l o n g  l i f e t i m e s .
A s s u m i n g  t h a t  t h e  d a m p i n g  f a c t o r ,  £ ,  h a s  v a l u e s  
r a n g i n g  f r o m  0 . 1  t o  1 . 0  ( 3 5 ) ,  we s e e  t h a t  e v e n  f o r  l ow 
d a m p i n g  ( £  = 0 . 1 ) a n d  m o d e r a t e  v i b r a t i o n  f r e q u e n c y  
(com n ^ 5  c y c l e s / s e c o n d ) ,  a s o u r c e  l i f e t i m e ,  ©,  o f  o n l y  
1 s e c o n d  w o u l d  r e s u l t  i n  a 75 p e r c e n t  d i s c r e p a n c y  i n  D y e r ' s  
e s t i m a t e  o f  t h e  mean  s q u a r e  r e s p o n s e .
8 3
S E C T I O N  IV
RESPONSE OF BEAMS TO RANDOM FORCE F I EL DS 
A . S t a t i o n a r y  Random R e s p o n s e  o f  a F i n i t e  Beam
The  c r o s s  b e a ms  o f  a d e e p  o c e a n  s t r u c t u r e ,  a s s u m e d  
u n i f o r m  i n  d e n s i t y  and  d i m e n s i o n s  t h r o u g h o u t ,  s h o wn  i n  
F i g u r e  1. 1 w i l l  now be c o n s i d e r e d .  T h e  a c t i o n  o f  t h e  c u r ­
r e n t s  and  w a v e s  i m p i n g i n g  n o r m a l  t o  t h e  beam c a u s e s  f o r c e s  
w h i c h  a r e  p u r e l y  r a n d o m  i n  s e q u e n c e .  T h e  r e s p o n s e s  c o n ­
s i d e r e d  w i l l  be t h e  mean  s q u a r e  v a l u e s  o f  d e f l e c t i o n ,  s l o p e ,  
b e n d i n g  m o m e n t ,  and  s h e a r  f o r c e  a l o n g  t h e  be a m.  W i t h  an 
e s t i m a t e  o f  t h e  b e n d i n g  m o m e n t s  M,  b e n d i n g  s t r e s s e s  a  c an  
be e s t i m a t e d  t o  t h e  same d e g r e e  o f  c e r t a i n t y  u s i n g  t h e  
c l a s s i c a l  f o r m u l a  a  = M e / I .  H e r e ,  M r e p r e s e n t s  t h e  r o o t
mean s q u a r e w h e r e  c a n d  I  a r e  d e f i n e d  i n  F i g .  I V . 1





c 2a+ dxdX  A >lC1 t +  d><
Q  V+dV x
M ’  M+dM
V 7 x  , t ) dx
k - d x - » |
  
F i g u r e  I V . 1  
The  B e r n o u l  I i ~ E u l e r  beam mo d e l  .
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The  s t r u c t u r e  s h o wn  i n  F i g .  1. 1 w i l l  v i b r a t e  as  
a w h o l e  u n d e r  t h e  i m p i n g i n g  f o r c e s .  H o w e v e r ,  o n l y  t h e  
d i s p l a c e m e n t s  o f  t h e  c r o s s  beam r e J a t  i v e  t o  t h e  f l e x i b l e  
u p r i g h t s ,  t o  w h i c h  t h e  e n d s  a r e  a t t a c h e d ,  g i v e  r i s e  t o  
c r o s s  beam s t r e s s e s .  F o r  s i m p l i c i t y  i n  c a l c u l a t i n g  t h e  
mean s q u a r e  r e s p o n s e ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  u p r i g h t s  
a r e  r i g i d  and  t h a t  t h e  c r o s s  beam i s  l o n g ,  s l e n d e r  and  
p i n n e d  a t  i t s  e n d s .  When t h e  e n d  r e s t r a i n t s  and  t h e  mo ­
t i o n  o f  t h e  u p r i g h t s  a r e  n e g l e c t e d ,  o n e  o b t a i n s  a c o n s e r ­
v a t i v e  e s t i m a t e  o f  t h e  c r o s s  b e a m ! s ma x i mu m d e f l e c t i o n  
and  s t r e s s e s .  T h e s e  r e s u l t s  and  t h e  t e c h n i q u e s  u s e d  t o  
f i n d  t h e m  c a n  e a s i l y  be e x t e n d e d  t o  be a ms  w i t h  d i f f e r e n t  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  and  d e f l e c t i o n s  and  s t r e s s e s  c a n  be 
i n f e r r e d  f r o m  t h e s e  r e s u l t s  f o r  b e a ms  o f  d i f f e r e n t  g e ­
o m e t r y  .
A s m a l l  e l e m e n t  o f  t h e  beam i n  F i g .  I V . 1 i s  i s o ­
l a t e d  as  a f r e e  b o d y  u p o n  w h i c h  a c t  s h e a r  f o r c e s  V,  b e n d ­
i n g  - momen t s  M,  a n d  t h e  e x t e r n a l  e x c i t a t i o n  f o r c e  p e r  u n i t  
l e n g t h  f ( x , t ) .  Th e  x - d i r e c t e d  f o r c e s ,  s e t  up by  an a x i a l  
s t r e t c h i n g  due  t o  e n d  r e s t r a i n t s  d u r i n g  b e n d i n g ,  a r e  a s ­
sumed  n e g l i g i b l e .  E x t e r n a l  d a m p i n g  i s  a l s o  i n c l u d e d ,  j u s t  
as  i t  was  f o r  t h e  s i n g I e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  s y s t e m .  H e r e ,  
d a m p i n g  i s  a s s u me d  t o  h a v e  t w o  f o r m s :  t h e  u s u a l  C o u l o m b
d a m p i n g  f o r c e  w h i c h  r e s i s t s  y - d i r e c t i o n a l  m o t i o n ,  and  i s  
l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  v e r t i c a l  v e l o c i t y  ^ y / ^ t  ; and  
a s e c o n d  C o u l o m b  d a m p i n g  f o r c e  w h i c h  r e s i s t s  beam r o t a t i o n  
i n  t h e  x - y  p l a n e ,  and  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  a n g u l a r
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v e l o c i t y  ^  it»/ ^  t  . T h e s e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t s ,  t r a n s v e r s e  
a n d  r o t a t o r y ,  a r e  r e s p e c t i v e l y  c^ a n d  C2 *
Th e  f o r c e  and  m o me n t  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n s ,  o b ­
t a i n e d  f r o m  a p p l y i n g  N e w t o n ' s  s e c o n d  l aw t o  t h e  beam e l e ­
m e n t ,  a r e  c o m b i n e d .  T h e  r e s u l t  as  s h o w n  i n  A p p e n d i x  C,
E q . ( C . 8  ) i s :
r  2 a 2  + ( 3  1 -  3o  r 2  -) ^  = f  ( x —  ( I V .  1)
3  3 x 3 " * "  3 t  PA
w h e r e  2
3 1 = c ^ / p A  ; 3 2  = c 2 / p l  = c 2 / p A r  ;
2  _ E = E la -  _  — z
P P A r
and  w h e r e  p  i s  t h e  ma s s  d e n s i t y ,  A i s  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  
a r e a ,  I  i s  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  mo me n t  o f  i n e r t i a ,  and  r  i s  
t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  r a d i u s  o f  g y r a t i o n  o f  t h e  b e a m.  T h i s  
i s  t h e  B e r n o u l l i - E u l e r  beam i n  w h i c h  t r a n s v e r s e  d e f o r m a ­
t i o n s  d u e  t o  s h e a r  f o r c e  V,  t h e  e f f e c t s  o f  r o t a t o r y  i n e r ­
t i a ,  a n d  a l l  i n t e r n a l  o r  m a t e r i a l  d a m p i n g  h a v e  b e e n  n e g ­
l e c t e d ,  T h i s  i s  p h y s i c a l l y  r e a l i s t i c  h e r e ,  c o n s i d e r i n g  
t h e  r e l a t i v e l y  l o w  f r e q u e n c y  r a n g e  e x p e c t e d  f o r  f ( x , t )  i n  
t h e  o c e a n  e n v i r o n m e n t .
C o n s i d e r  f i r s t  t h e  s t e a d y  s t a t e  r e s p o n s e s  t o  s i m p l e  
h a r m o n i c  f o r c e s .  I f  t h e  l o a d  p e r  u n i t  l e n g t h  h a s  t h e  f o r m
i got nTC
f ( x , t  ) = e s i n  x ( I V . 2 )
t h e n  a s t e a d y  s t a t e  s o l u t i o n  t o  Eq .  ( I V . 1 ) c a n  be a s s u m e d  
i n  t h e  f o r m
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y ( x , t ) = G e
y
i cof  nix
s i n  x ( I V . 3 )
w h e r e  t h e  q u a n t i t y  G , t h e  c o m p l e x  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  f o r
d i s p l a c e m e n t ,  d e p e n d s  on t h e  i n t e g e r  n a n d  u p o n  t h e  e x c i -
f o r  a l l  t i m e s ,  t h e  e n d  c o n d i t i o n s  o f  z e r o  d e f l e c t i o n s  
a n d  z e r o  b e n d i n g  m o m e n t s  on t h e  beam mo d e l  a r e  m e t .  T h e s e  
e n d  c o n d i t i o n s  a r e ,  r e s p e c t i v e l y
F o r  n = 1,  t h e  beam v i b r a t e s  i n  t h e  f i r s t  mode s h a p e ;  f o r
n = 2 ,  t h e  s e c o n d  mo d e  s h a p e ,  a n d  so  o n .  I n t h e  s i n g l e ­
d e g r e e  - o  f  -  f  r e e  dom e x a m p l e ,  o n l y  t h e  f i r s t  mode  s h a p e  was  
c o n s i d e r e d .  Now we a r e  i n c l u d i n g  a l  I p o s s i b l e  mode  s h a p e s  
( n = i ,  2 ,  3 ,  . . . ) .  A l t h o u g h  h i g h e r  mo d e s  ( n = 2 ,  3 ,  4 , . . . )
t e n d  t o  be u n s t a b l e ,  t h e y  do h a v e  p r a c t i c a l  s i g n i f i c a n c e  . ( 3 6 ) 
When E q s .  ( I V . 2 )  a n d  ( I V . 3 )  a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  
Eq .  ( I V . 1)  t h e  r e s u l t  i s  an a l g e b r a i c  e q u a t i o n  w h i c h  c a n  
be s o l v e d  f o r  G , w h i c h  i s
y
t a t i o n  f r e q u e n c y  co. Th e  t e r m  s i n  ( ) was  c h o s e n  s i n c e
y ( 0  , t ) = y ( J? , t ) = 0
PA
( I V . 4 )
2 2 4 2 2 2
( a r  X -  co ) + i ( 3 ,  + fJ0 r  AT)  n 1 2  n




The  c o m p l e x  f r e q u e n c y  r e s p o n s e s  G ^ ,  G^ ,  and  G y ,  
f o r  s l o p e ,  b e n d i n g  m o m e n t ,  and  s h e a r  f o r c e ,  r e s p e c t i v e l y ,  
a r e  f o u n d  by a s s u m i n g  s o l u t i o n s
, . , . _ i cut nTid i ( x , t )  = G.  e c o s  x-X
M ( x , t )  = G,. e ' s i n  ^  x ( I V .  5)
M X
„  i cot nTiV ( x , t )  = G e c o s  - f r  x
V X
S i n c e  d  = i t  f o l l o w s  f r o m  E a . ( I V . 3 )  and  t h e  f i r s t  o f
d x
Eq.  ( I V . 5)  t h a t
G , = X G ( I V . 6  )d  n y
The  m o m e n t - c u r v a t u r e  r e l a t i o n  f o r  s maI  I d e f l e c t i o n s  i s  
M = M ( x , t ) = E l  I  = E l
d x
I t  f o l l o w s  f r o m  Eq .  ( I V . 3 )  and  t h e  s e c o n d  o f  Eq .  ( I V . 5 )
t h a t  2
G.„ = ( -  E I A  ) G ( I V . 7 )M n y
F r o m N e w t o n ' s  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  a n g u l a r  a c c e l e r a t i o n  
( ET = 1 0 ) ,  i t  f o l l o w s  t h a t :
* ‘ - I "  * ^  ^  + *2 I f ’
S i n c e  d  = d  y /  d x ,  t h e  s h e a r  f o r c e  b e c o me s
v = "  a~x + p A p 2  ( -- + p 2  — x ~ )a x  d x d t 2  2  d x a t
T h i s ,  w i t h  Eq .  ( I V . 3 )  and  t h e  l a s t  o f  ( I V . 5 )  g i v e s
G = p A r 2 A ( a 2 X 2  + i c o 3 „ ) • G ( I V . 8 )V n n 2 y
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T h u s  t h e  r e s p o n s e s  G^ ,  Gy| and  Gy f o r  h a r m o n i c  e x c i t a t i o n  
c a n  a l l  be e x p r e s s e d  as  m u l t i p l e s  o f  Gy .
F o r  a I i n e a r  s y s t e m  o f  o n e  d e g r e e  o f  f r e e d o m ,  t h e  
i m p u I s e - r e s p o n s e  f u n c t i o n  was  f o u n d  t o  be i n  t h e  f o r m
i f  i cot
q ( t  ) = —  \ G (co) e dco 
2t x J
-  CO
N o t e  t h a t  i n  t h e  p r e s e n t  a n a l y s i s ,  G( co) ,  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t
t o  G , G . ,  G., o r  G,, , i s  no l o n q e r  d i me n s i on I e s s , a n d  i n -y i j r  M V
e l u d e s  c o n s t a n t s  e q u i v a l e n t  t o  k o f  t h e  p r e v i o u s  s y s t e m .  
S u p p o s e  t h a t  t h e r e  a r e  now n s u c h  I i n e a r  s y s t e m s  w h o s e  c o r ­
r e s p o n d i n g  c o m p l e x  f r e q u e n c y  r e s p o n s e s  a r e  G( n , co )  as  f i r s t  
d e r i v e d .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  r e s p o n s e  g ( n , t )  o f  t h e  beam due  
t o  t h e  n " ^  i m p u l s e  i s  o f  t h i s  same f o r m .  F o r  i n s t a n c e ,  f o r
t h e  d i s p l a c e m e n t  t h i s  i s  g i v e n  by
q y ( n , t )  = Gy e ' C° + dco ( I V .  9 )
The  c o r r e s p o n d i n g  i m p u l s e  r e s p o n s e s  f o r  mo me n t  and  s h e a r
a r e  a l s o  g i v e n  by  E q . ( I V . 9 )  w h e r e  t h e  s u b s c r i p t  y i s  r e ­
p l a c e d  by  M and  V,  r e s p e c t i v e l y .
Beam R e s p o n s e s  t o  S t a t i o n a r y ,  E r g o d i c  F o r c e s
A s s u me  t h a t  t h e  s t a t i o n a r y  r a n d o m  l o a d  c a n  be d e c o m ­
p o s e d  i n t o  n l o a d i n g s ,  e a c h  w i t h  a s p a c e  v a r i a t i o n  o f  
s i n  ( n u x  a  >> o r
f ( x , t )  = ?  f n ( t )  s i n  ^  x ( I V .  10)
n = 1
w h e r e  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h i s  F o u r i e r  s i n e  s e r i e s  i s
J
f  n ( t  ) j  f  ( x , +  > s i n  x d x ( ! V . 1 1 )
' ©
8 9
Now,  i t  was  s h o wn  f o r  a s i n g ! e - d e g r e e - o f - f r e e d o m
l i n e a r  s y s t e m  ( s e e  A p p e n d i x  C,  Eq .  ( C . 3 5 ) )  t h a t  t h e  r e s p o n s e
x ( t ) was  o f  t h e  f o r m
oo
x ( t ) = ^  F ( 0 ) g ( t - 0 ) d©
■ oo
w h e r e  g ( t )  was  t h e  r e s p o n s e  t o  a u n i t  i m p u l s i v e  f o r c e  6 ( t ) .  
A g a i n  s u p p o s e  t h a t  t h e r e  a r e  n s u c h  s y s t e m s ,  e a c h  w i t h  a 
mode  s h a p e  s i n  ( n n x / j j  ) .  T h e  r e s p o n s e  y ( x , t )  f o r  t h e  beam 
c a n  t h e n  be r e p r e s e n t e d  a s  t h e  sum o f  n i n d i v i d u a l  i m p u l s e -
r e s p o n s e s  g ( n , t ) .
<30
0 0  nTt (
y ( x , t )  = £ s i n  x I f n ( 0 )  Q y ( n , t - 0 ) d 0  ( I V .  12)
n  ^ - oo
H e r e ,  g ( n , t ) i s  q i v e n  by  Eq .  ( I V . 9 )  a n d  f ^ ( t )  i s  g i v e n  by
E q . ( i V . 11 ) .
I f  o n e  u s e s  t h e  same p r o c e d u r e s  as  o u t l i n e d  f o r  t h e  
s i n g I e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  s y s t e m ,  t h e  mean  s q u a r e  r e s p o n s e s  
f o r  t h e  beam c an  be c a l c u l a t e d .  T h e  mean  s q u a r e  d i s p l a c e ­
m e n t  r e s p o n s e  a t  l o c a t i o n  x ,  o r  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c ­
t i o n  e v a l u a t e d  a t  t i m e  z e r o  ( s e e  A p p e n d i x  C,  Eq .  ( C . 5 1 ) ) ,  i s
oo
------------ — cO a „
y ^ ( x , t ) -  £ s i n  ^5 -  x \ 8 ^ ( 0 0 ) | G , l  dco ( I V .  13)
n = 1
-  00
X  x \ s f (co) l Gy l
I f  o n e  r e p l a c e s  t h e  s y m b o l  y i n  E q . ( I V . 9 )  and  Eq .  ( I V . 12)  
by  i|j, t h e  mean  s q u a r e  r e s p o n s e  o f  t h e  s l o p e  i s  f o u n d  t o  be
00
_ - 0 0 9 nix f  1 1 ^
( x , t  ) = £ c o s  ' x \ S^ ( co)  J G . | dco ( I V . 14)
n -  1 ^  I
-0 0
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I n l i k e  m a n n e r ,  i t  f o l l o w s  t h a t
oo
CD
: " 2  nK x |  S f  (co) J GM | 2
- oo
f -  x ) Sf(co) |gv |
M2 ( x  , t  ) = E s i n /  f  - x  | S f  (co ) | GM | dco ( I V . 1 5 )
. 03
a n d  ^
V 2  ( x , t  ) = T, c o s 2  T p  x \ S f  (co ) | g v | 2  dco ( I V .  16)
n = 1
-  CD
E q u a t i o n s  ( I V .  1 3 )  t h r o u g h  ( I V . 16 )  r e p r e s e n t  t  i me 
a v e r a g e  r e s p o n s e s .  One c a n  o b t a i n  s p a c e  a v e r a g e  r e s p o n s e s  
by a v e r a g i n g  e a c h  o f  t h e s e  o v e r  t h e  l e n g t h  o f  t h e  be a m.
F o r  i n s t a n c e ,  f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t ,  t h i s  t y p e  o f  mean s q u a r e
-  2
a v e r a g e ,  r e p r e s e n t e d  s i m p l y  by  E ( y ) ,  i s  g i v e n  by
J
, '
E ( y 2 ) = j -  ( y 2  ( x , t  ) dx
COoo
2
n = 1 .— oo
j  S t  (a>) | G y |1 2  | , co) I  I dco ( I V . 1 7)
—  2 —  2S i m i l a r  r e s u l t s  c an  e a s i l y  be o b t a i n e d  f o r  E(di  ) ,  E ( M ) and
-  2 
E ( V ) .
Beam R e s p o n s e s  t o  W h i t e  N o i s e  
I f  t h e  beam s p e c t r a l  d e n s i t y ,  S ( co) = S , a c o n s t a n t  
v a l u e  f o r  a l l  co, t h e  i n t e g r a l s  o f  t h e  f o r m  o f  Eq .  ( I V .  17)  
c a n  be e v a l u a t e d .  Su c h  i n t e g r a t i o n s  a r e  l i s t e d  i n  A p p e n d i x  
C.  O n l y  o n e  o f  t h e  r e s u l t s  w i l l  be r e p e a t e d  h e r e .  T h a t  i s
oo
12  , t l
|G y | ^  dCO = 2
( pAa r  ) (
- 0CJ
n / J i  ) 4  [ 3 i n 4  + 3 2 r 2 (Tt / ! ? ) 2  n 6  ]
( I V . 1 8  )
The  mean s q u a r e  r e s p o n s e  f o r  d i s p l a c e m e n t  a t  l o c a t i o n  x
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b e c o m e s ,  f r o m  E q . ( I V . 13 )  a n d  E q . ( I V . 18)
- 2  rnx——--------—  Tts CO S i n  T  X
y ( x , t ) = — -----------— ^ -----------  2  = ------------------- ---------------- — n
( p A a r ) 2 ( n / J J  ) 4 n=1 [ 3 i n + P 2 r  ( n / -8 } n J
( I V . 1 9 )
The  mean s q u a r e  r e s p o n s e  a v e r a g e d  o v e r  x ,  g i v e n  by  E q . ( I V  
and  Eq.  ( I V .  1 8 ) ,  i s
-  2  ^ o  0 0  1E ( y ) = ------------------2 -------------2    -=
2 ( p Aa  r  ) 2  ( t i / ) 4  n = 1  I 3  ^ n 4  + & 2  r  2  ( u /  J? ) 2 n j
( I V . 2 0 )
W i t h  t h e  r e s u l t  o f  Eq .  ( I V . 1 8 ) ,  we c a n  now e a s i l y  f i n d  t h e  
mean s q u a r e  r e s p o n s e s  f o r  s l o p e ,  m o m e n t ,  and  s h e a r .  T h i s  
f o l l o w s  b e c a u s e  G ^ ,  G , a n d  a r e  s i m p l e  m u l t i p l e s  o f  Gy ,
as  s h o wn  i n  E q . ( I V . 6 ) ,  Eq .  ( C V . 7 ) a n d  Eq .  ( I V . 8 ) .
Th e  r e s p o n s e s  t o  i d e a l  w h i t e  n o i s e  a r e  now s u m-
m a r i z e d  :
2  — 2( 1 )  B o t h  E ( y  ) a n d  E(i f i  ) c o n v e r g e  o n l y  i f  d a m p ­
i n g  i s  p r e s e n t .  A t  l e a s t  o n e  o f  t h e  c o n s t a n t s  c-j o r  c 2  
m u s t  be n o n - z e r o .
— a
( 2 )  V a l u e s  o f  E( M ) d i v e r g e  i f  r o t a t o r y  d a m p i n g
— ?i s  a b s e n t  ( c 2  = 0 ) • H o w e v e r  E ( M ) c o n v e r g e s  i f  r o t a t o r y  
d a m p i n g  i s  p r e s e n t ,  e i t h e r  a l o n e  ( c  ^ = 0 ) o r  i n  c o m b i n a ­
t i o n  w i t h  t r a n s v e r s e  d a m p i n g  ( c  ^ i- 0 ) .
— ?( 3 )  V a l u e s  o f  E ( V ) d i v e r g e  f o r  a l l  c o m b i n a t i o n s
o f  d a m p i n g .
— 7The  e n g i n e e r  i s  m o s t  i n t e r e s t e d  i n  E( M ) b e c a u s e  
f r o m  t h i s  he c a n  e s t i m a t e  t h e  r o o t  mean s q u a r e  b e n d i n g
1 7  )
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s t r e s s ,  g i v e n  by  a  = c A E ( M ^ ) / I ,  w h e r e  c i s  t h e  beam
d i m e n s i o n  o f  F i g .  I V . 1.  W i t h o u t  a t  l e a s t  some r o t a t o r y  
d a m p i n g ,  h o w e v e r ,  s u c h  a c a l c u l a t i o n  i s  m e a n i n g l e s s  f o r  
i d e a l  w h i t e  n o i s e .
T h e  u s e f u l  c o n c l u s i o n s  w h i c h  a d e s i g n  e n g i n e e r  
c a n  d r a w  f r o m  t h i s  p r o b l e m  i s  t h a t  mean  s g u a r e  v a l u e s  o f  
d i s p l a c e m e n t  a n d  b e n d i n g  mo m e n t  c a n  be c a l c u l a t e d  f r o m  
t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  B e r n o u I  I i -  Eu I e r  beam m o d e l  when  a t  
l e a s t  r o t a t o r y  d a m p i n g  i s  i n c l u d e d .  A l s o ,  r e s u l f s  b a s e d  
on t h e  i d e a l  w h i t e  n o i s e  a s s u m p t i o n  w h e r e  f ( x , t )  i s  s t a ­
t i o n a r y  a n d  e r g o d i c  may be q u i t e  u s e f u l  i n  d e s i g n ,  e v e n  
i f  S ( o>) i s  n a r r o w  b a n d .  F i n a l l y ,  i f  f ( x , t )  i s  G a u s s i a n ,  
t h e n  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  an a r b i t r a r y  v a l u e  o f  d i s p l a c e ­
m e n t  o r  m o m e n t  c a n  e x c e e d  i t s  r ms  v a l u e  c a n  be c a l c u l a t e d  
h e r e ,  as  i t  was  f o r  t h e  s i n g l e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  s y s t e m .  
A g a i n ,  i t  w o u l d  be a m a t t e r  o f  j u d g m e n t  as  t o  w h a t  t h e  
d e s i g n  l i m i t s  s h o u l d  b e .  I f  d e s i g n  l i m i t s  w e r e  on s t r e s s  
f o r  i n s t a n c e ,  t h e n  c a r e f u l  a c c o u n t  s h o u l d  be t a k e n  o f  t h e  
t y p e  o f  m a t e r i a l  t o  be u s e d .  T o o  many  e x c u r s i o n s  o f  s t r e s s  
b e y o n d  a c e r t a i n  l i m i t  f o r  a g i v e n  m a t e r i a l  c o u l d  c a u s e  
f a t i g u e  f a i l u r e  o f  t h e  b e a m.
B_._ St a t i o n a r y  R e s p o n s e  o f  a_ F i n i t e  Beam t o  a_
C o r r e I a t e d M o v i n g  Fo r c e  F i e l d
G o i n g  b a c k  now t o  E q . ( I V . 1 ) ,  we c a n  w r i t e :
y ( x , t )  = f ( x , t  )
( I V . 2 I )
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We c a n  now d e f i n e
co n r c
y ( x ,  + ) = E y n ( t )  s i n  x ;  
n= 1
( I V . 2 2  )
oo
f  ( x , t ) = E f  ( t )  s i n  -75-  x ;
1 n an= 1
w h e r e
nTt
Now,  s u b s t i t u t i n g  E q s .  ( I V . 2 2 )  i n t o  Eq .  ( I V . 2 1 ) ,  we o b t a i n
r  2 e i  2 -a e i  4 1
U t  +  ( B , -  ^  P 2 * n >  3  t  +  V n < t >  =  f n < t )  ( I V .  2 3 )
I f  we now s e t :
E I  2  
3 , -  “  3 ?A 
pA 3 n
EI_ 4 2
and  A = con n
we o b t a i n  t h e  damped  o s c i  I l a t o r  f o r m  f o r  t h e  beam e q u a t i o n
( I V . 2 4  )^  i  ^  co2 I y ( t )  = f  ( t )t  • n ^ t  n j n  n
We c a n  now o b t a i n  t h e  i m p u l s e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  by 
w r i t i n g  Eq .  ( I V . 2 4 )  a s :
[ t i t  +  i n t i t  +  M n ]A + 0) I g ( t - t  ' ) = 6  ( t  - 1  ' ) t ( I V . 2 5  )
Now,  f r o m  A p p e n d i x  E,  we f i n d  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  
i n  t i m e  t o  b e :
/in
~ 2 ' ■ ( t - t ' )
g n ( t - t ' )  = n ( t - t ' )
i n  c o n d  ( t - t  ' )s 1 n
( I V . 2 6  )
0 )
w h e r e
00 . = 1 con d I n -  ( i n / 2 )
n d
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The  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t  y t o
a r a n d o m  s o u r c e ,  f ,  i s  g i v e n  b y :
t  t  *  *
< y ( x , t ) y ( x ' , t ' ) >  f  C  d t Qd t ^  ( d x ^ , ! ,  •
J c o  -oo ' ) Q
‘ G ( x , t ; x 0 , t 0 ) G ( x ' , t ' ; x £ , t £ )  <  f ( x 0 , t Q ) f ( x ^ , t £ ) >  ^
( I V . 27 )
w h e r e  g ( x , t ; x 0 , t Q ) i s  t h e  r e s p o n s e  a t  t h e  p o i n t  x , t  due  t o  
an i m p u l s e  s o u r c e  a t  t h e  p o i n t  x , t  Q . W i t h  t h e  e q u a t i o n  
o f  m o t i o n  g i v e n  by  Eq .  ( I V . 2 4 ) ,  t h e  mo d e s  o f  v i b r a t i o n  a r e
p ^ ( x )  = ( —?— ) s i n  X n x ( I V . 2 8 )
The  i m p u l s e  r e s p o n s e  i s  t h e n :
i -  % - ( t - t  ' )
Gn ( x , t ; x 0 , t 0 ) = E  P n ( x  ) P n ( x ' ) e
n w n d
s i n  concj ( t —t  T ) q ( t - t ' )  ( I V . 2 9 )
Now m a k i n g  t h e  f o l  l o w i n g  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s ,  we l e t
x + x ' = p ;  t  + t  ' = j !o o o ( I V . 3 0 )
X  -  X ^  = a  ; t D -  t ^  = E
Fr om t h e  J a c o b  i an o f  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  we o b t a i n :
d x D d x (I) = ? d p d a ; d t 0 d+o = * dud^
T h e s e  a r e  u s e d  t o  f i n d  t h e  new l i m i t s  f o r  p. and  £;. The  
mean s q u a r e  r e s p o n s e ,  t h e r e f o r e ,  f o r  t h e  n ~ ^  mode  i s :
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( 2 + - U )
n
d g s i n  con d [ t - i  ( u  + £ >]  ■
-  oo
s i n  Wn d [ + ^ ( U _ S ) 1 Rn n ( E ) ( I V . 31 )
w h e r e
o o ( I V . 3 2  )
and
^  f ( x Q , + 0 ) f  ( x ^ t g )  >  = D S 2 ( a ) 6 ( a - v g ) e c o s  f i g ( I V . 33 )
N o t e  t h a t  we h a v e  a s s u m e d  h e r e  a s o u r c e  c o r r e l a t i o n  w h i c h  
m o d e l s  t h e  e x p e c t e d  l o s s  o f  c o r r e l a t i o n  as  h a r m o n i c a l l y  
v a r y i n g ,  e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g .  T h e  mean  l i f e t i m e  f o r  
t h e  s t a t i o n a r y  s t a t e  i s  g i v e n  by  0 .  We h a v e  a l s o  t r a n s ­
f o r m e d  t h e  s p a c e  c o o r d i n a t e s  t o  a m o v i n g  s y s t e m .  Th e  d e ­
p e n d e n c e  o f  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  f l u c t u a t i o n s  on t h e  f l o w  
v e l o c i t y  i s  g i v e n  by  S ( a ) .  U s i n g  t h i s  a s s u m e d  c o r r e l a t i o n  
f i e l d ,  we now p r o c e e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  
o f  t h e  v a r i o u s  mo d e s  o f  t h e  b e a m.  L e t t i n g  y = 2 t - u ,  we 
p r o c e e d  i n  e x a c t l y  t h e  s ame  m a n n e r  a s  we d i d  f o r  t h e  f i n i t e  
c a b l e  i n  S e c t i o n  I I .  R e f e r r i n g  t h e n  t o  E q s .  ( I  1 . 4 6 )  t h r o u g h  
( I  I . 5 5 ) ,  we c a n  s i m p l y  w r i t e  down t h e  mean  s q u a r e  r e s p o n s e
n n
w h e r e  Q = co / A  = q u a l i t y  f a c t o r ,  X = r a t i o  o f  t h e  c o r -  n n ) n
r e l a t i o n  l e n g t h  f o r  t h e  m o v i n g  s o u r c e  t o  t h e  l e n g t h  o f  t h e
( v ) n A. 0
B D
A C
• ( I V . 3 4 )
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b e a m,  A. = ( n n / J ^  ) ,  and  A,  B,  C,  a n d  D a r e  g i v e n  by  Eqs 
( 1 1 . 5 1 )  t h r o u g h  ( 1 1 . 5 4 ) .
C._ N o n s t a t i o n a r y  Ra n d o m R e s p o n s e  o f  a_ F i n i t e  Beam
T h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  t h e  d i s p l a c e m e n t  y 
t o  a n o n s t a t i o n a r y  r a n d o m s o u r c e ,  f ,  i s  a i v e n  b y :
■ U
^ ’ y ( x 1 , t 1 ) y ( x 2 , t 2 ) >  =  j  | d x | d x ^ ( T d + { d t 2 9 ( x •] > + ] i x j  > + j  >
o  ' o  '
' g ( x 2 , t 2 ; x ^ , t ^ ) < f ( x | , t 1! ) f ( x ^ , t ^ ) >  ( I V . 3 5 )
I f  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  o f  a beam i s :
= ( I V . 3 6 )
t  ' n t  n
t h e n  t h e  a p p r o p r i a t e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i s  g i v e n  b y :
OO p ( x ) p  ( x  ' ) _ „ L 1 ( + _ + I )
g ( x , t ; x ' , t ' )  = E --------------------------  e 2  s i n d ( t - t  ' ) q  ( t - t  ' )
" = 1  w nd
( I V . 3 7  )
w h e r e  p ( x )  = ( 2 / L ) 2 s i n  A n x a r e  mo d e s  o f  v i b r a t i o n .
Th e  a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t ,  4 n  2 ton £ ,  ( r nx/ ^  ) ,
2 -
£ i s  t h e  d a m p i n g  ( s e e  A p p e n d i x  A ) ,  ^ ncj = o>n ( 1 ) 2 > M ' s
t h e  beam ma s s  p e r  u n i t  l e n g t h ,  and  q ( t - t ' )  i s  t h e  u n i t  s t e p
f u n c t i o n .
By u s i n g  t h e  n o r m a l  mode t e c h n i q u e ,  t h e  G r e e n ' s  
f u n c t i o n  c a n  be s e p a r a t e d  i n t o  s p a t i a l  and  t e m p o r a l  c o m p o ­
n e n t s  by :
q ( x , t ; x ' , t ' )  = p ( x ) p ( x ' )  g ( t - t ' )  ( I V . 3 8 )n n n J n
a l s o ,
f ( x ' , t ' )  = q ( x ' ) s ( t ' ) ;  s ( t ' )  = e ( t ' ) a ( t ' )  ( I V . 3 9 )
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We a r e  t o  d e t e r m i n e  t h e  mean  s q u a r e  r e s p o n s e
E ( x , t  )"] , when  e ( t ' )  i s  b o t h  a u n i t  s t e p  a n d  a r e c t a n g u ­
l a r  s t e p ,  a n d  a ( t ' )  h a s  t h e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n :
R ( t  ) = 2 u k  6 ( x )
w h e r e  t  = + 2 1  “ ' r  s + c o r r e l a t i o n  i s  t h a t  f o r
v / h i t e  n o i s e ,  w h i l e  t h e  s e c o n d  i s  f o r  c o r r e l a t e d  n o i s e .  
H e r e  we a r e  a s s u m i n q  a o n e - d i m e n s i o n a  I f o r c i n g  f u n c t i o n ,  
f ( x ' , t ' ) ,  wh o s e  s p a t i a l  p a r t  i s  p u r e l y  r a n d o m ;  t h e r e f o r e ,  
^ q ( x ' ) q ( x " ) >  = D6 ( x ' ' - x ' ) .  S u b s t i t u t i n g  now i n t o  Eq .
( I V . 3 5 )  and  o p e r a t i n g  on t h e  d e l t a  f u n c t i o n ,  we o b t a i n :
Now f r o m  t h e  o r t h o g o n a l  i t y  c o n d i t i o n ,  we c a n  r e p l a c e  
t h e  i n t e g r a l  o v e r  x '  w i t h  a K r o n e c k e r  d e l t a  6 , and  l e t ­
t i n g  m a p p r o a c h  n ,  we o b t a i n :
Now l o o k i n g  a t  t h e  t i m e  i n t e g r a t i o n  s e p a r a t e l y ,  we h a v e :
> y x , 1 2  > f  ~ 2  1 ] ) Hn K n p m Hm
M > I  m n 0
' d x '  g ( t . ) g ( t „ )  <  s ( t .  ) s ( t 0 ) > d t . d t „  ( I V . 4 1 )
J n 1 m 2  1 2 1 2
<  s ( t   ^ ) s ( t 2 ) > d t ^ d t 2 ( I V . 4 2  )
oo
s ( t , ) * q  ( t ,  ) 
1 n 1
( I V . 4 3 )
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Eq . ( I V . 4 2 )  t h e r e f o r e  b e c o m e s :
2D
oo oo
dco, f  d





G ( (o j ) e
i 0^2 1 2
Gn ( to2 ) e  ^  (oo1 ) 5 (co2  ) >  ( I V . 4 4 )
w h e r e  G (co ) and  S* ( co ) a r e  c o m p l e x  c o n j u g a t e s  o f  G (co ) 
n i l  n 1
a n d  S ( co  ^ ) .
A f u r t h e r  i n v e s t i g a t i o n  i n t o  t h e  s t a t i s t i c a l  t i m e  
p a r t  o f  t h e  r e s p o n s e  r e p r e s e n t e d  by  t h e  t e r m  i n  p o i n t e d  
b r a c k e t s  i n  F q .  ( I V . 4 4 )  i s  now n e c e s s a r y .




icoi 11 -  icoo1 2
e e e ( t  | ) e ( t  ^ )
, / « ( t '  ) a  ( t  ' ) >•  d t ' d t '  
1 2  1 2
( I V . 4 5 )
L e t  : co
/  a ( t ' ) a ( t ' ) ^  
^  1 2
R ( x )  
a
P ( co) e 
a





( I V . 46  )
We c a n  now f i n d  t h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  by l e t t i n q
+ , = t 2 = +:
)
oo OO
dco f  dco
n j  2 tt 
- 0 0 /
2 Tt G ( co 1 )
CO
00 .OO
i U . t  i « 7 t
G (co7 )e  e I d t '  I d t '  e ( t ' ) e ( t ' )  e
n z 2  1 2
-  OO -  oo
oo
i co 2 1 2 dco i co ( + 2  — 1 1 )
—  e Pa (co)
2 t x
( I V . 4 7 )
-  oo
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We now d e f i n e :
co
_ _  [ -  i ( go- go . ) t
S (  g o - g o , )  — I d t  ' e ( t ' ) e 1
e 1 "  J 1 1
_ oo
0 0  -  i ( c o „ - c o )  t
S (go - g o )  —  I d t  '  e ( t  ' ) e? _  1 2  2
( I V . 4 8 )
C. OO
T h e s e  a r e  t h e  d e l a y e d  F o u r i e r  t r a n s f o r m s .  N o t e  t h a t  when
go = co , S ( g o -g o  ) and S (g o  - g o ) a r e  c o m p l e x  c o n j u g a t e s  o f  
1 2  e 1 e 2
o n e  a n o t h e r .  E q . ( I V . 4 7 )  now b e c o m e s :
co
< ; y 2 ( x , t ) >  = - f i - Z  s i n  A x I C-‘-  l A ( t , u ) l ’ p ( o )  ( I V . 4 9 )
M2i  n "  J  2 T( I "  I a-  OO
w h e r e :  oco
( dGO *  i GO. t
A ( t , co) = G (g o  ) S ( g o - g o , ) e  1 ( I V .  50 )n I 2 tx n 1 e 1
-  o o
We s h a l l  now p r o c e e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  mean  s q u a r e
r e s p o n s e  by i n v e s t i g a t i n g  Eq .  ( I V . 4 9 )  f o r  v a r i o u s  e n v e l o p e
f u n c t i o n s  and  s o u r c e  c o r r e l a t i o n s .  We s e e  f r o m  Eq .  ( I V . 4 9 )  
t h a t  t h e  n o n s t a t i o n a r y  n a t u r e  o f  t h e  r e s p o n s e  c a n  be i n v e s t  i 
g a t e d  by e x a m i n i n g  t h e  i n t e g r a l  e x p r e s s i o n  a l o n e .  We,  t h e r e  
f o r e  , I e t  : oo
E [ r02 < t > ]  = K < 0 ( 9 ) | 2 pa <»> ( I V . 51)
and
< y 2 ( x , t ) >  = - 2 ^ -  E s i n 2 A n x - j E ^ r ^ ( t ) } j '  ( I V . 5 2 )( E t rn< + ^»2i  n
The  mean s q u a r e  r e s p o n s e  t o  a u n i t  s t e p  a n d  r e c t a n g u
l a r  s t e p  e n v e l o p e  f u n c t i o n  f o r  b o t h  w h i t e  n o i s e  i n p u t  and
c o r r e l a t e d  i n p u t  e x c i t a t i o n s  c a n  now be f o u n d  i d e n t i c a l l y
by r e f e r r i n g  t o  E q s .  ( 1 1 . 1 7 )  t h r o u g h  ( I  I . 3 3 ) ,  w h e r e  we now
h a v e  A -  co ( 1 - £ 2 ) * ,  B = (/i n ) / 2  =n 11 n
1 0 0
SECTI ON V 
GRAPHS AND DI SCUSSI ON
F i g u r e s V . 1 - V . 6 : I n t h i s  t h e s i s ,  G ( k , t  - 1 ' ) i s  t h e
G r e e n ' s  f u n c t i o n  d e s c r i b i n g  t h e  n o n - e q u i l i b r i u m  b e h a v i o r  
o f  t h e  v i s c o e l a s t i c  m e m b e r  ( b e a m,  p l a t e  o r  c a b l e ) .  S p e c i f -  
i c a l l y ,  i t  g i v e s  t h e  r e s p o n s e  t o  a u n i t  i m p u l s i v e  e x t e r n a l  
f o r c e  a t  t i m e  t ' .  G ( k , t - t ' )  v a n i s h e s  u n t i l  an e x t e r n a l
f o r c e  i s  a p p l i e d .  G ( k , t - t ' )  i s  t h e r e f o r e  c a l l e d  t h e  r e ­
t a r d e d  r e s p o n s e  f u n c t i o n ,  o r  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  R e c a l l i n g  
t h a t  t h e  a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t ,  ' j  , h a s  t w o  p a r t s  ( ' i  = '■’( +
+ H ,, , s ee  A p p e n d i x  F)  w h e r e  4  i s  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n t  
v T
p a r t  and  '" jy i s  t h e  v i s c o u s  p a r t ,  t h e  r e t a r d e d  r e s p o n s e  
f u n c t i o n  i s  p l o t t e d  as  a f u n c t i o n  o f  t e m p e r a t u r e  i n  F i g u r e  
V . 1 .
I t  i s  s e e n  i n  F i g u r e  V. 1  t h a t  an i n c r e a s e  i n
t e m p e r a t u r e  o f  t h e  r e t a r d e d  r e s p o n s e s  c o r r e s p o n d s  t o  d e ­
c a y i n g  o s c i l l a t i o n s .  I n o r d e r  t o  o b s e r v e  t h e  u n d e r d a m p e d  
o s c i l l a t i o n s ,  t h e  i n e q u a l i t y  £ < 1  h a s  t o  be s a t i s f i e d  ( s e e  
A p p e n d i x  A ) .  By u s i n g  H i l b e r t  and  T u o - d  i mens  i o n a  I F o u r i e r  
t r a n s f o r m s ,  we c a n  s e p a r a t e  t h e  r e a l  p a r t ,  G ' ( k , t - 1 ' ) ( an  
e v e n  f u n c t i o n  o f  t i m e ) ,  f r o m  t h e  i m a g i n a r y  p a r t ,  G ’’ ( k , t  - 1 ' ) 
( a n  o d d  f u n c t i o n  o f  t i m e )  o f  t h e  r e t a r d e d  G r e e n ' s  f u n c t i o n .  
T h e s e  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e s  V . 2 a n d  V . 3 .  S i m i l a r l y ,  
f o r  r e a l  to t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  G ( k , t o) i s  d i v i d e d  i n t o  t w o  
p a r t s :  a d i s s i p a t i v e  r e s p o n s e  ( r e p r e s e n t i n g  t h e  i m a g i n a r y
1 01
p a r t  o f  G ( k , w )  w h i c h  i s  an o d d  f u n c t i o n  o f  f r e q u e n c y )  d e ­
n o t e d  by  G " ( k , a > ) ,  and  a r e a c t i v e  r e s p o n s e  G ' ( k , c o )  ( r e p r e ­
s e n t i n g  t h e  r e a l  p a r t  o f  G ( k , gj ) w h i c h  i s  an e v e n  f u n c t i o n  
o f  f r e q u e n c y ) .  T h e s e  a r e  i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e s  V . 4  a n d  
V . 5 . S i n c e  G ( k , co) i s  c o m p l e x  i n  oo, t h e  a b s o l u t e  v a l u e  i s  
i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  V . 6 .
I n F i g u r e s  V . 7  and  V . 8 , t h e  o r d i n a t e  a x i s  r e p r e ­
s e n t s  t h e  n o r m a l i z e d  r ms  r e s p o n s e  o f  t h e  v i s c o e l a s t i c  
m e m b e r  ( b e a m,  p l a t e  o r  c a b l e )  g i v e n  b y :
< V > - = 2 > E ‘ t □ 4
and  t h e  a b s c i s s a  a x i s  r e p r e s e n t s  t h e  n u m b e r  o f  r e s p o n s e  
c y c l e s  o f  t h e  wa v e  s y s t e m  g i v e n  by  C t .
F i g u r e  V . 7  : T h i s  f i g u r e  s h o w s  t h e  n o r m a l i z e d  r ms
r e s p o n s e  t o  c o r r e l a t e d  n o i s e  m o d u l a t e d  by  a r e c t a n g u l a r  
s t e p  f u n c t i o n .  N o t e  t h a t  t h e  m i d d l e  c u r v e  h a s  t h e  s m a l l e s t  
v a l u e  o f  t h e  h a r m o n i c  p a r t  o f  t h e  c o r r e l a t e d  n o i s e ,  and  
a l s o  t h a t  f o r  a c o n s t a n t  Q o f  t h e  s y s t e m ,  t h e  n o r m a l i z e d  
r ms  i n c r e a s e s  as  B / 3  i n c r e a s e s .
Fj  g u_re V . 8 _: T h i s  f i g u r e  s h o w s  t h e  n o r m a l i z e d  r ms
r e s p o n s e  t o  w h i t e  n o i s e ,  m o d u l a t e d  by a u n i t  s t e p  e n v e l o p e  
f u n c t i o n ,  p l o t t e d  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  ( A / Q ) ,  f o r  s p e c i f i c  
v a l u e s  o f  t h e  q u a l i t y  f a c t o r  Q a n d  f o r  s p e c i f i c  v a l u e s  o f  
(3 /B .  T h i s  f i g u r e  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  d a m p i n g  v a l u e  B / C  o f  
t h e  wa v e  s y s t e m  a f f e c t s  t h e  s t a t i o n a r y  v a l u e  o f  t h e  r e s p o n s e  
as  w e l l  as  how q u i c k l y  s t a t i c n a r i t y  i s  a c h i e v e d .  The  l a r ­
g e r  d a m p i n g  v a l u e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  a l o w e r  Q r e s u l t  i n
1 02
l o w e r  s t a t i o n a r y  v a l u e s  and  t h e  mean  s q u a r e  r e s p o n s e  o b ­
t a i n s  s t a t i o n a r i t y  i n  a s h o r t e r  d u r a t i o n .
F i g u r e s V . 9  t h r o u g h  V . 1 8  a r e  f o u r - d i m e n s i o n a l  
p l o t s  o f  t h e  u n i t  i m p u l s e  r e s p o n s e  ( G r e e n ' s  f u n c t i o n )  o f  
t h e  v i s c o e l a s t i c  f i n i t e  p l a t e ,  p l o t t e d  f o r  t w o  v a l u e s  o f  
£.  T h e  o r d i n a t e  a x i s  r e p r e s e n t s  t h e  r e s p o n s e  f u n c t i o n  
( E q . I I I . 4 )  g i v e n  by  :
P ( r ) P _  ( r '  )
m n m n r  . n
( r , t ; r ' , t - t ' )  = E (j e X ^ L_ '  m  ^ ~
“  n go M
m n
_  d -i
i n V co ( t - t  ' ) n ( t - t  ' )
L  m n J
m n m
w h e r e :
d , 2 , 1
GOmn
( E h 3 ) 2 k 2 . 2 . 2 . 2
G0m „  = ~  ~ T  i k = k + k ;  andm n f  2 I  m n
( 1 2 M ) 2 (1 - v  ) "
n / \ 2 , , mTt . nrcP ( r )  =  s i n  k mx s i n  k n y ;  k m = — ; k n = —
mn i  L Lv
( L x L y ) >  L x V
Th e  a b s c i s s a  a x e s  r e p r e s e n t  d i s t a n c e  x a c r o s s  t h e
p l a t e  and  t i m e .  F i g u r e s  V . 9  t h r o u g h  V . 1 3  r e p r e s e n t  t h e
u n i t  i m p u l s e  r e s p o n s e  f o r  s l i c e s  a c r o s s  t h e  p l a t e  a t  y = L y / 2 ,
3 L y / 8 ,  Ly / 4 ,  L y / 8 ,  a n d  y = 0 ,  r e s p e c t i v e l y ,  p l o t t e d  f o r  £ = 0 . 0 2 6 .
F i g u r e s  V . 1 4  t h r o u g h  V . 1 8  s i m i l a r l y  r e p r e s e n t  t h e  u n i t  i m p u l s e
r e s p o n s e  f o r  s l i c e s  a c r o s s  t h e  p l a t e  a t  t h e  same y - v a l u e s ,
p l o t t e d  f o r  £ = 0 . 0 7 8 .  A l I  p l o t s  a r e  f o r  t h e  r e s p o n s e  t o  a 
u n i t  p u l s e  a p p l i e d  a t  t h e  m i d p o i n t  o f  t h e  p l a t e .  The  l a r g e r  
d a m p i n g  v a l u e  c o r r e s p o n d s  t o  a l o w e r  q u a l i t y  f a c t o r ,  Q,  r e ­
s u l t i n g  i n  l o w e r  d i s p l a c e m e n t  r e s p o n s e  v a l u e s  and  s h o r t e r  
v i b r a t i o n  l i f e t i m e s .
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V.2F i g u r e
Real part of G r e e n ’ s  function vs. time
Imaginary part of Green's function vs. time 





a o.so0.M-a .s o  -o . ho -o .s o
(t-t')
Imaginary part of Green's function vs. frequency
^ F lp c u ra  ' V . h
11 F?
o
2.000.00 1.00 3 .0 0 7 .0 0a. ao 0.00 10.00
u)
' 11 «»^d 
>01 •
105
Heal part of Green's function vs, frequency
O.QQ LOO CD 00 CD '.00 B. CD 10.00
03










V n  -  1 . 5
vn
o.ao 7 .0 0 21.00 35.0 0 S9.U0
Ct
r«roru.« to th. ccrr.l.tB] nalw 
rpctA/./uljtr , t r j ,  ft»cticn.
Figure V.7 ■
BOdulatar] by a
0/13 -  0 .1  Q -  5
A/11 -  0 .9
A/n - 0.7
3 5 .0 0 4 9 .0 02 i.ro7 .0 00.00
ct
IJoiTmliiu) run r<«ptiiM to tha COHfl. nolae frcriulatnJ by a 
u \it stiV «rvwU^ « fi*\cticn.
F i g u r e  V , 0
f ^
v,; '\  \ v \  \ X " \  \ ,V \  \
Figure V.10
Unit impulse response of a finite, viscoelastic plate for a 
slice across the plate at y ~3Ly/B and £ - 0.026,
v \ '
> P : v a \ \ v v \ v v
Unit impulse response of a finite, viscoelastic plate for a 
slice across the plate at y = Uy./2 ana £ = 0.026.
J o J
0
? &l T j
j o
^On' ..
£’Sj- US,° J n^  9 .o> ‘ i 0 *  Q~
Q» r
’ \ l 1 ' ' \  Va AM\-VV \ V '  -vs. v*. '•-V-
* T * n
J lV v \ V  7-'v': \  i  V*. ^ 'VVVv rVV'S'V’ ’Vs- V- \  t , > \ 1 ', v, '. . ', . ■ I ', -. \ \ ' 1 \  1 I V'v. ’
A .  *  JL. v I  ^  -V - V ~ Y  \-X -4 , -* t  *  * ' ■ , ' /  . \
• ',J\ :..-VI, '.X'.-y r V r i  T VV V V rt'Vv^ VvN V'wS \J 'v
cAA^vA\-VU.\.uI' ha  I i \\A IA u ;
N>c*-W'-\ \ \ - \ \ I 1 i M L . j. 1. ]a lii.V ‘A jv'^ smlAiiillli 11IH• ■ * ‘ * •
Figure V.in-
Unit impulse response of a finite, viscoelastic plate for a 
slice across the nlate at y - Ly/2 and £ = 0,078*
Figure V.13
Unit Impulse response of a finite, viscoelastic plate for a 
slice across the plate at y = 0 and ~C = 0 .0 2 6 .
/'-l-i V
m  I m m
, "%;>vn ;v*;\\\ vnr\, m t  i ] \\ tf* \v ^ v ^ %  




\  ^ ' -v—•.-^ -■'r N '■  ^ 'v ' — ,X.'-X'C
X X
».
O.o _ - V
P o n.-
^nVX- x x x
° r
">X<i ’X.c.





' ' X s v ' S i M
V  -■ ’- U l \  \ l \ u  \ h  \ U  \ , \  U .v \» ; :■ ;
^ ■ * e «  X
‘ e ^ e•* i
X .
' : X x
A ?
V N-.x -
i sa x V 6o
V < S  V
^ r X







( 2  )





( 8  )
( 9 ) 
( 1 0 )




L y o n ,  R i c h a r d  H . ,  " R e s p o n s e  o f  S t r i n g s  t o  Random 
N o i s e  F i e l d s , "  J o u r n a l  o f  t h e  A c o u s t i c a l  Soc  i e t y  
o f  A m e r i c a , V o l .  2 8 ,  No.  3 ,  May 1 9 5 6 ,  p p .  3 9 1 - 3 9 8 .
D y e r ,  I . ,  " R e s p o n s e  o f  P l a t e s  t o  a D e c a y i n g  and 
C o n v e c t i n g  Ran d o m P r e s s u r e  F i e l d , "  J ou r n a I  o f  t  he 
A c o u s t i c a l  S o c i e t y  o f  Arne r  i ca  , V o l .  3 1 ,  No.  7 ,
J u f y  1 9 59 , pp . 9 2 2 - 9 2 8 ' .
C r a n d a l l ,  S.  I I .  and  Y i l d i z ,  A . ,  " Ra n d o m V i b r a t i o n  
o f  B e a m s , " A . S . M . E . J o u r n a l  o f  Ap pI  i e d Me e h a n  i c s  ,
J u n e  1 9 6 2 ,  p p .  2 6 7 - 2 7 5 .
B a r n o s k i ,  R.  L .  and  M a u r e r ,  J .  R . ,  " M e a n - S q u a r e  
R e s p o n s e  o f  S i m p l e  M e c h a n i c a l  S y s t e m s  t o  N o n s t a -  
t i o n a r y  Random E x c i t a t i o n , "  A . S . M . E . J o u r n a l  o f  
Ap pI  i ed M e e h a n i c s  , J u n e  1 9 6 9 ,  p p .  2 2 1 - 2 2 7 .
T u g a l ,  H.  a n d  Y i l d i z ,  M . ,  " M e a n - S q u a r e - R e s p o n s e  
o f  V i s c o e l a s t i c  Me d i u m t o  N o n s t a t  i o n a r y  Random 
E x c i t a t i o n s , "  A c o u s t i c ,  a , J u l y  1 9 7 5 .
Y i l d i z ,  M . ,  " M e a n - S q u a r e - R e s p o n s e  o f  T h e r m o - V i s c o ­
e l a s t i c  Me d i u m t o  N o n s t a t  i o n a r y  Random E x c i t a t i o n , "  
a c c e p t e d  f o r  p u b l i c a t i o n  by t h e  A . S . M . E . J o u r n a l  
PJL Ap p I l e d  Me e h a n  i c s  .
E r i n g e n ,  A.  C . ,  " I r r e v e r s i b l e  T h e r m o d y n a m i c s  and  
C o n t i n u u m  M e c h a n i c s , "  P h y s i c a l  R e v i e w , V o l .  1 1 7 ,
No.  5 ,  M a r c h  1 9 6 0 ,  p p .  1 1 7 4 .
E r i n g e n ,  A.  C . ,  " R e s p o n s e  o f  Beams a n d  P l a t e s  t o  
Random L o a d s , ”  A . S . M . E . J o u r n a l  o f  A p pI  l e d  Me c h a n i c s , 
V o l .  2 4 ,  T r a n s .  A . 5 . M . E .  V o l .  8 0 ,  p p .  4 6 - 5 2 ,  1 9 5 7 .
E r i n g e n ,  A.  C . , Me e h a n  i c s  o f  C o n t i n u u m , J o h n  W i l e y  
and  S o n s ,  I n c . ,  New Y o r k ,  New Y o r k ,  1 9 6 2 .
C a u q h e y ,  T .  K.  and  S t u m p f ,  H.  J . ,  " T r a n s i e n t  R e s p o n s e  
o f  a D y n a m i c  S y s t e m  u n d e r  Random E x c i t a t i o n , "  J o u r -  
n a I o f  Ap pI  i ed M e c h a n i c s , V o l .  2 8 ,  No.  4 ,  T r a n s .
A . S . M . E .  V o l .  8 3 ,  S e r i e s  E,  p p .  5 6 3 - 5 6 6 ,  D e c e m b e r  1 9 6 1 .
C a u g h e y ,  T .  ! <. ,  " N o n s t a t i o n a r y  Random I n p u t  and 
R e s p o n s e , "  Ran d o m V i b r a t i o n , V o l .  2 ,  M . I . T .  P r e s s  
( e d i t e d  by  S.  H.  C r a n d a l l ) ,  1 9 6 3 .
C a l d w e l l ,  H.  M . ,  " F l u i d  E f f e c t s  on O f f s h o r e  P i p e l i n e s :
A S t a t i c  a n d  D y n a m i c  Mo d e l  S t u d y , "  M . S .  T h e s i s ,  D e ­
p a r t m e n t  o f  C i v i l  E n g i n e e r i n g ,  Du k e  U n i v e r s i t y ,  1 9 6 9 .
( 1 3 )
( 1 4 )
( 1 5 )
( 1 6 )
( 1 7 )
( 1 8 )
( 1 9 )
( 2 0 )
( 2 1  )
( 22  )
( 23  ) 
( 24 )
( 2 5 )
L a n q h a a r ,  H.  L . , !' E n e r q y  M e t h o d s  i n  A p p l i e d  M e c h a n i c s  
M . S .  T h e s i s ,  D e p a r t m e n t  o f  C i v i l  E n g i n e e r i n g ,  Duke  
U n i v e r s i t y ,  1 9 6 9 .
T i m o s h e n k o ,  S . ,  S t r e n g t h  o f  M a t e r i a l s , Pa r t  I I ,
T h i r d  E d i t i o n ,  Van N o s t r a n d  C o . ,  P r i n c e t o n ,  New 
J e r s e y ,  1 9 5 6 .
L y o n ,  R.  H . ,  " R e s p o n s e  o f  S t r i n g s  t o  Random N o i s e  
F i e l d s , "  P h . D .  T h e s i s ,  D e p a r t m e n t  o f  P h y s i c s ,  
M a s s a c h u s e t t s  I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o g y ,  May 1 9 5 5 .
C e l i k k o l ,  B . , M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g  881 L e c t u r e  
N o t e s :  M a t h e m a t i c a l  M e t h o d s  i n  E n g i n e e r i n g  S c i e n c e  I
U n i v e r s i t y  o f  New H a m p s h i r e ,  F a l l  S e m e s t e r ,  1 9 7 3 .
Y i l d i z ,  M . , M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g  8 8 2  L e c t u r e  
N o t e s :  M a t h e m a t i c a l  M e t h o d s  i n  E n g i n e e r i n o  S c i e n c e
I I ,  U n i v e r s i t y  o f  New H a m p s h i r e ,  S p r i n g  S e m e s t e r ,
1 974  .
Y i l d i z ,  M . , M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g  8 2 4  L e c t u r e  
M o t e s :  V i b r a t i o n s  o f  C o n t i n u o u s  M e d i a ,  U n i v e r s i t y
o f  New H a m p s h i r e ,  S p r i n g  S e m e s t e r ,  1 9 7 5 .
Y i l d i z ,  M . , M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g  8 2 2  L e c t u r e  
N o t e s :  C o n t i n u u m  M e c h a n i c s ,  U n i v e r s i t y  o f  New
H a m p s h i r e ,  F a l l  S e m e s t e r ,  1 9 7 4 .
Y i l d i z ,  M . , M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g  8 9 0 c  L e c t u r e  
N o t e s :  D y n a m i c s  o f  Oc e a n  S t r u c t u r e s ,  U n i v e r s i t y
o f  New H a m p s h i r e ,  F a l l  S e m e s t e r ,  1 9 7 4 .
Y i l d i z ,  A . ,  M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g  8 9 0  L e c t u r e  
N o t e s :  Random V i b r a t i o n  o f  Beams  and  P l a t e s ,  U n i ­
v e r s i t y  o f  New H a m p s h i r e ,  S p r i n g  S e m e s t e r ,  1 9 7 5 .
Y i l d i z ,  M . ,  M e c h a n i c a l  E n g i n e e r i n g  8 3 8  L e c t u r e  
N o t e s :  T h e o r e t i c a l  A c o u s t i c s ,  U n i v e r s i t y  o f  New
H a m p s h i r e ,  S p r i n g  S e m e s t e r ,  1 9 7 5 .
L a n d a u ,  L.  D.  and  L i f s c h i t z ,  E.  M . , T h e o r y  o f  E l a s t i ­
c i t y  , A d d i s o n - W e s l e y  C o . ,  I n c . ,  R e a d i n g ,  M a s s . ,  1 9 5 9 .
J a m e s ,  I I .  F . ; N i c h o l s ,  N.  B . ; a n d  P h i l l i p s ,  R.  S . ,  
" T h e o r y  o f  S e r v o m e c h a n i s m s , "  M . I . T .  R a d i a t i o n  L a b ­
o r a t o r y  S e r i e s ,  V o l .  2 5 ,  Mc Gr a w H i l l  C o . ,  I n c . ,  New 
Y o r k ,  New Y o r k ,  1 9 4 7 ,  p p .  3 3 3 - 3  6 9 .
Y i l d i z ,  M . , " M e a n - S q u a r e - R e s p o n s e  o f  a V i s c o e l a s t i c  
Me d i u m t o  S t a t i o n a r y  Random E x c i t a t i o n , "  a r e p o r t  
t o  The  N a t i o n a l  Sea G r a n t  P r o g r a m  o f  t h e  N a t i o n a l  
O c e a n i c  a n d  A t m o s p h e r i c  A d m i n i s t r a t i o n ,  U.  S.  D e ­
p a r t m e n t  o f  C o m m e r c e ,  R e p o r t  No.  U N H - 8 G - 1 2 5 .
( 2 6  )
( 2 7 )
( 2 8 )
( 2 9  )
( 3 0 )
( 31 )
( 32 )
( 33 ) 
( 34 )
( 35 )
( 3 6  )
Y i l d i z ,  M . ,  " M e a n - S q u a  r e - R e s p o n s e  o f  S h e a r  Wav es  
o f  a V i s c o e l a s t i c  Me d i u m t o  N o n s t a t i o n a r y  Random 
E x c i t a t i o n , ' 1 a r e p o r t  t o  Th e  N a t i o n a l  Sea G r a n t  
P r o g r a m  o f  t h e  N a t i o n a l  O c e a n i c  and  A t m o s p h e r i c  
A d m i n i s t r a t i o n ,  U.  S.  D e p a r t m e n t  o f  C o m m e r c e ,
R e p o r t  No .  U N H - S G - 1 2 9 .
Y i l d i z ,  M . , " M e a s u r e m e n t s  a n d  C o r r e l a t i o n  F u n c t i o n s  
a r e p o r t  t o  Th e  N a t i o n a l  Sea G r a n t  P r o g r a m  o f  t h e  
N a t i o n a l  O c e a n i c  a n d  A t m o s p h e r i c  A d m i n i s t r a t i o n ,
U.  S.  D e p a r t m e n t  o f  C o m m e r c e ,  R e p o r t  No .  U NH- S G- 1 3 1
Y i l d i z ,  M . ,  " M e a n - S q u a r e - R e s p o n s e  o f  Wav es  o f  a 
V i s c o e l a s t i c  Me d i u m  t o  N o n s t a t i o n a r y  Random E x c i ­
t a t i o n , ' - a r e p o r t  t o  The  N a t i o n a l  Sea G r a n t  P r o ­
g r a m o f  t h e  N a t i o n a l  O c e a n i c  a n d  A t  m o s p h e r i c  A d m i n i  
s t r a t i o n ,  U.  S.  D e p a r t m e n t  o f  C o m m e r c e ,  R e p o r t  No.  
U N H - S G - 1 3 2 .
Y i l d i z ,  M . ,  " Wa v e  P r o p a g a t i o n  i n  a V i s c o e l a s t i c  
F i e l d  w i t h  C o u p l e  S t r e s s e s , "  a r e p o r t  t o  The  
N a t i o n a l  Sea G r a n t  P r o g r a m  o f  t h e  N a t i o n a l  O c e a n i c  
and  A t m o s p h e r i c  A d m i n i s t r a t i o n ,  U.  S.  D e p a r m e n t  
o f  C o m m e r c e ,  R e p o r t  No .  U N H - S G - 1 3 4 .
Y i l d i z ,  M . ,  " N o n s t a t i o n a r y  Random I n p u t s  t o  V i s c o ­
e l a s t i c  C o m p r e s s i o n  a I Wave S y s t e m s , "  a r e p o r t  t o  
The  N a t i o n a l  Sea G r a n t  P r o g r a m  o f  t h e  N a t i o n a l  
O c e a n i c  a n d  A t m o s p h e r i c  A d m i n i s t r a t i o n ,  LI. S.  D e ­
p a r t m e n t  o f  C o m m e r c e ,  R e p o r t  No .  U N H - S G - 1 4 3 .
T h o m s o n ,  Wi  I I i am T .  , V i b r a t  i on T h e o r y  a n d  A p pI  i c a -  
f_ i j o n s , P r e n t i c e - H a l l  I n c . ,  E n g l e w o o d  C l i f f s ,  New 
J e r s e y ,  1 9 6 5 .
C r a n d a l l ,  S t e p h e n  H . and  M a r k ,  W i l l i a m  D . ,  Random 
V i b r a t i o n  J_n_ Me c h a n i c a l S y s t e m s  , A c a d e m i c  P r e s s ,
New Y o r k ,  New Y o r k ,  1 9 6 3 .
C r a n d a l l ,  S t e p h e n  H . , Random V i b r a t i o n s , Vo l u m e  2_, 
The  M . I . T .  P r e s s ,  C a m b r i d g e ,  M a s s . ,  1 9 6 3 .
M i d d l e t o n ,  D . , Arp I n t  r o d  u c t  i o n t o  S t a t i s t i c a l  Com -  
mun i c a t i  on  T h e o r y , M c G r a w - H i l l  C o . ,  New Y o r k ,  1 9 6 0 ,  
p .  263  and  p .  1 5 1 .
B o l z ,  R.  E . , a n d  T u v e ,  G.  L . , H a n d b o o k  o f  Tab  I e s 
f o r  A p p I i e d En g i n ee  r  i n q S c i e n c e  , C h e m i c a l  R u b b e r  
C o . /  1 9 7 0 .
C r a n d a l l ,  S . H . , E n g i n e e r i n g  A n a l y s i s  , C h a p t e r  5 ,  
M c G r a w - H i l l  C o . ,  New Y o r k ,  1 9 5 6 .
( 3 7 )
( 3 8 )
B r u s h ,  D.  0 . ,  and  A l m r o t h ,  B.  0 . ,  B u c k  I i nq o f  
B a r s , PI  a t e  s and  S he I I s , M c G r a w - H i l l  C o . ,  New 
Y o r k ,  "1975.
S a a d a , A . S . ,  E l a s t i c i t y  T h e o r y  a n d  App  I i c a t  i on s 
C h a p t e r  1 7 ,  Pe r mg a mo n  P r e s s ,  I n c . ,  New Y o r k ,
1 9 7 4  .
APPENDI X A
FUNDAMENTAL CONCEPTS OF V I B R A T I N G  SYSTEMS
T h i s  a p p e n d i x  i s  h e r e  a t t a c h e d  f o r  p u r p o s e s  o f  
c l a r i t y  and  c o m p l e t e n e s s .  I t  c o n t a i n s  muc h  o f  t h e  i n f o r ­
m a t i o n  f o u n d  i n  t h e  f i r s t  t w o  c h a p t e r s  o f  T h o m s o n ' s  V i -  
b r a t  i o n  T h e o r y  and Ap p I  i c a t  i on s ( 3 1 ) ,  a n d  i s  p r e s e n t e d  h e r  
t o  s how t h e  d e r i v a t i o n  o f  many  o f  t h e  f u n d a m e n t a l  c o n c e p t s  
a n d  p a r a m e t e r s  o f  v i b r a t i n g  s y s t e m s  w h i c h  a r e  u s e d  e x t e n ­
s i v e l y  t h r o u g h o u t  t h i s  d i s s e r t a t i o n .
I n g e n e r a l ,  m e c h a n i c a l  s y s t e m s  may  v i b r a t e  w i t h  as  
ma n y  as  s i x  p o s s i b l e  d e g r e e s - o f - f r e e d o m ,  i . e . ,  d i s p l a c e ­
m e n t s  i n  t h e  x —, y - ,  a n d  z - d i r e c t i o n s  a n d  r o t a t i o n s  a b o u t  
t h e  x —, y - ,  and  z - a x e s .  U s u a l l y ,  h o w e v e r ,  o n l y  o n e ,  t w o  
o r  t h r e e  o f  t h e s e  mo d e s  a r e  f o u n d  o c c u r r i n g  a t  o n e  t i m e  
i n  m o s t  e n g i n e e r i n g  s y s t e m s .  The  m o t i o n  o f  t h e  v i b r a t i n g  
s y s t e m  i s  m o s t  e a s i l y  r e p r e s e n t e d  by w r i t i n g  an e q u a t  i on 
o_f_ mo t  i o n f o r  e a c h  v i b r a t i o n a l  mode u s i n g  N e w t o n ' s  s e c o n d  
l a w .
T a k i n g  as  an e x a m p l e  t h e  s i m p l e ,  u n d a m p e d ,  s i n g l e -  
d e g r e e - o f - f r e e d o r n  s y s t e m  s h o wn  i n  F i g .  A . 1 , n e g l e c t i n g  t h e  
w e i g h t  o f  t h e  s p r i n g  a n d  c h o o s i n g  d o w n w a r d  m o t i o n  as  p o s i ­
t i v e ,  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  c a n  be w r i t t e n  as  f o l l o w s .
F i r s t ,  c o n s i d e r  t h e  s y s t e m  b e l ow i t s  e q u i l i b r i u m  
p o s i t i o n  a n d  t r a v e l i n g  u p w a r d  ( F i g .  A . 1 a ) .  We c a n  w r i t e :
1 1 7
+ x
k ( - x  )kx
yy /  /  /  s  /
Un d a mp e d  s i n g l e - d e g r e e -  ( a )  S y s t e m  b e l o w  ( b )  S y s t e m  a b o v e
o f - f r e e d o m  s y s t e m .  e q u i l i b r i u m  p o s i -  e q u i l i b r i u m  p o s i ­
t i o n .  t  i on .
F i g u r e  A .1
F = ma 
- k x  = mx
o r  mx + kx  = 0 ( A . l )
Now,  c o n s i d e r i n g  t h e  s y s t e m  a b o v e  i t s  e q u i l i b r i u m
p o s i t i o n  and  t r a v e l i n g  d o w n w a r d  ( F i g .  A . 1 b ) ,  a n d  n o t i n g
t h a t  t h e  s p r i n q  f o r c e  i s  now F . = k ( - x ) ,  we c a n  w r i t e :s p r i n g
F = ma 
k ( - x ) = mx
o r  mx + kx  = 0 ,  a s  b e f o r e  ( A . 1 )
T h u s ,  as  o n e  m i g h t  e x p e c t ,  t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  f o r  a 
p a r t i c u l a r  s y s t e m  m u s t  be c o n s  i s t e n t , a n d  c a n  be w r i t t e n  
d o w n ,  u s u a l l y ,  by i n s p e c t i o n .
I f  t h e  m o t i o n  i s  a s s u m e d  t o  be h a r m o n i c  i n  n a t u r e ,  
we c a n  I e t  :
x = A s i n  oon t  + B c o s  con t  J
a n d  x = con A c o s  oon t  -  con B s i n  con t  > ( A . 2 )
• • 2  2 1a n d  x = —ton ( A s i n  w n t  + B c o s  w n t )  = - ^ n x \
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S u b s t i t u t i n g  i n t o  Eq . ( A . 1 ) ,  t h e r e f o r e ,  we h a v e :
-mto^ (A s i n  to t  + B c o s  to t )  + k ( A  s i n  co t  + B c o s  co t )  = 0 n n n n n
o r  2
[ k  -  ma 1 ( A s i n  u  t  + B c o s  u  t )  = 0 ( A . 3 )
L n J  n n
S i n c e  t h e  s e c o n d  t e r m  i n  p a r e n t h e s e s  c a n n o t  e q u a l  z e r o ,  
t h e  f i r s t  t e r m  m u s t  e q u a l  z e r o ,  and  we h a v e :
2
k -  mu) = 0
w h e r e  co = t h e  u n d a m p e d  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  m o t i o n  i n 
n ~  ~ ~
u n i t s  o f  r a d i a n s  p e r  u n i t  t i m e .
As a s e c o n d  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  d a mp e d  , s i n g l e ­
d e g r e e - o  f  -  f  r e  e dom s y s t e m  s h o wn  i n  F i g .  A . 2 .
+ x
t i l
7 7 V  >  /  /  V  sv S/
d i r e c t i o n  
o f  m o t  i on
c x
Damped s i n g I e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  s y s t e m  
F i g u r e  A . 2
T h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  c a n  now be q u i c k l y  w r i t t e n  
d o w n ,  as  f o l l o w s :
mx + c x  + kx  = 0 ( A . 5)
1 1 9
Now,  c h o o s i n g  t o  e x p r e s s  t h e  d i s p l a c e m e n t ,  v e l o c i t y  and  




x = sC e s t ( A . 6 )
s 2 C e s+
a n d  s u b s t i t u t i n g  a b o v e ,  Eg .  ( A . 5)  b e c o m e s :
( m s 2 + Cs + k )  C e ° ^  = 0 ( A . 7 )
I f  C = v i b r a t i o n  a m p l i t u d e  = 0 ,  t h e  s o l u t i o n  i s  t r i v i a l ,  
t h e r e f o r e :
m s 2 + Cs + k = 0
N o t e :  Th e  d i s p l a c e m e n t ,  x ,  c a n  be r e p r e s e n t e d  v e c t o r i a l l y
as  a v e c t o r  r o t a t i n g  a t  some f r e q u e n c y  i n  t h e  f o l l o w i n g  way
x <
c o s  con t
A s i n  con t
T h e r e f o r e ,  x = C s i n  (oon t+cp)
w h e r e  C = a m p l i t u d e  o f  v i b r a t i o n
=
a n d  cp = p h a s e  a n g l e  = t a n  B / A
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2m









( . 2 - ) 2 -  ( K )
2m m
s 1 + s 2 t ( A . 10)
w h e r e  t h e  t e r m  u n d e r  t h e  s q u a r e  r o o t  s i g n  c a n  be e i t h e r  
p o s i t i v e , n e g a t i v e , o r  z e r o . I f  t h i s  t e r m  i s  n e g a t i v e , t h e  
s y s t e m  i s  s a i d  t o  be " u n d e r d a m p e d "  ( s y s t e m  c o n t i n u e s  t o  
v i b r a t e  b e f o r e  m o t i o n  c e a s e s ) .  I f  t h i s  t e r m  i s  p o s i t i v e , 
t h e  s y s t e m  i s  s a i d  t o  be ' o v e r d a m p e d ' '  ( m o t i o n  c e a s e s  w i t h ­
o u t  v i b r a t i n g ) ,  and  i f  t h i s  t e r m  i s  z e r o , t h e  s y s t e m  i s  
s a i d  t o  be ' ' c r i t i c a l l y  d a m p e d "  ( m o t i o n  r a p i d l y  c e a s e s ) .






O v e r d a m p e d  
-  C r i t i c a l l y  d a mp e d  
-------------  U n d e r d a m p e d
R e s p o n s e  f o r  o v e r d a m p e d ,  u n d e r d a m p e d ,  a n d  
c r i t i c a l l y  d a mp e d  s y s t e m s .
F i g u r e  A . 3
121
L e t  u s  f i r s t  a s s u me  t h a t  t h e  s y s t e m  i s  c r i t i c a l l y
d a m p e d ,  c  2 k
C 2  
( _  ) = k / m2m
,2 , 4m2C = k ~ —  = 4km m
o r _____________________________________
C = 2 j km ( A . 11 )
c r  i t . J
L e t  us  now d e f i n e  t h e  s t a n d a r d  d a m p i n g  f a c t o r  ( £ )  
as  f o l l o w s :
£ = —   -------2-—  ( A . 1 2 )
^ c r  2 ( km ) 2
w h e r e  C i s  t h e  d a m p i n g  c o n s t a n t  f o r  a p a r t i c u l a r  s y s t e m  
u n d e r  i n v e s t i g a t i o n ,  and  C . i s  t h e  d a m p i n g  c o n s t a n t  
r e q u i r e d  t o  ma k e  t h a t  same s y s t e m  c r i t i c a l l y  d a m p e d .  N o t e  
£ i s d i m e n s i o n  l e s s .
H a v i n g  t h u s  d e f i n e d  t h e  s t a n d a r d  d a m p i n g  f a c t o r ,  
l e t  us  l o o k  a g a i n  a t  t h e  s q u a r e  r o o t  t e r m  a b o v e  i n  o r d e r  
t o  b e t t e r  u n d e r s t a n d  i t s  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e .  To b e g i n  
w i t h ,  we h a v e :
J( ^ - ) 2 -  12 2m m
M u l t i p l y i n g  n u m e r a t o r  a n d  d e n o m i n a t o r  o f  t h e  f i r s t  t e r m  by 
k a n d  c o m b i n i n g  t e r m s ,  we h a v e :
& r z s i  _ ,
m / 4  km
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U s i n g  E q s .  ( A . 4 )  a n d  ( A . 12)  t h i s  c a n  be w r i t t e n  a s :  
) j_ £2 - 1 — co
n J  ■ — n
co - =  ( A . 1 3)
S i n c e  t h e  t e r m  J £ ^ - 1  i s  a c o n s t a n t  f o r  a p a r t i c u l a r  
s y s t e m ,  i t  r e p r e s e n t s  t h e  e f f e c t  o f  s y s t e m  d a m p i n g  on t h e  
n a t u r a l  f r e q u e n c y .
L o o k i n g  now a t  E q . ( A . 9 ) ,  we s e e  t h a t  s c a n  now
be w r i t t e n  a s :
s = -£oo + con -  n ^
£ 2 -1 ( A . 14)
s i nee
C C . J k  CIT
2 F J ™  F
co
2m a r^r  I m I ,, 2 ,] km n
P h y s i c a l  l y ,  t h e r e f o r e ,  t h e  e x p o n e n t  " s ’ ’ d e f i n e s  t h e  s h a p e  
o f  t h e  e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g ,  t i m e  d e l a y e d  r e s p o n s e  o f  a 
v i b r a t i n g  s y s t e m ,  a n d  Fq .  ( A . 14)  p o i n t s  o u t  t h e  d e p e n d e n c e  
o f  t h e  r e s p o n s e  s h a p e  on t h e  d a m p i n g  c o n s t a n t s  o f  t h e  
s y s t e m .
We can  now r e - e s t a b l i s h  t h e  c r i t e r i a  f o r  o v e r ­
d a m p i n g ,  u n d e r d a m p i n g  and  c r i t i c a l  d a m p i n g  i n  t e r m s  o f  £ 
as  f o l l o w s :
i f  I ( ^ - ) 2 -  ±  = con £ 2 -1 , + h e n  :
i 2m in n .)
o v e  r d amp i n q o c c u r s  when
2
£ -1 = p o s i t i v e ,  o r  £ >
un±erjdam|3_i_ng_ o c c u r s  when  . £ 2 -1 = n e g a t i v e ,  o r  £ -c 11
V ( A . 1 5 )
and
c r i t  i c a I d amp i ng o c c u r s  when £ 2 -1 = 0 ,  o r  £ -
1 2 3
Th e  c u r v e s  i n  F i g .  A . 3 ,  t o g e t h e r  w i t h  Eg .  ( A . 1 0 ) ,
c a n  now be r e a p p r a i s e d  i n  o r d e r  t o  a f f i r m  t h e  r a p i d  e x ­
p o n e n t i a l  d e c a y  o f  b o t h  t h e  o v e r d a m p e d  a n d  c r i t i c a l l y  
d a mp e d  c u r v e s  and  t h e  c o n t i n u e d  v i b r a t i o n  o f  t h e  u n d e r -  
damp e d  c u r v e .
I f  £ >  1,  s^ a n d  S£ a r e  b o t h  n e g a t i v e ; t h e r e f o r e  
Eq . ( A . 1 0  ) be come s :
w h i c h  d e n o t e s  r a p i d  r e s p o n s e  d e l a y  d u e  t o  t h e  e x p o n e n t i a l  
t e r m  i n  t h e  d e n o m i n a t o r .
S i m i l a r l y ,  when  £ = 1,  s^ = > a n d
x -  C ,  - r  + C a r1 s i t  z s 2 t ( A . 1 6 )
e e
( A . 1 7 )
w h i c h  a g a i n  d e n o t e s  r a p i d  d e c a y .
B u t  i f  £ <  1,  a n d we h a v e :
s
and
x = C e n
( A . 18)
A p p l y i n g  t h e  t r i g o n o m e t r i c  i d e n t i t y :
e
a + b a b
= e + e ( A .  1 9 )





x = e I A s i n  to t  + B c o s c o  t )  ( A . 2 0 )V  r  1l A s i n t o
L n d n d
w h e r e  we h a v e  d e f i n e d :
J“ n d - “ n l ' - S 2 ( A - 2 , )
as  t h e  d a mp e d  n a t u r a l  f  r e q  u e n c y  o f  t h e  s y s t e m .
N o t e  Eq .  ( A . 2 0 ) ,  a n d  t h e r e f o r e  t h e  u n d e r d a m p e d  s y s ­
t e m i s  c h a r a c t e r i z e d  by  b o t h  an e x p o n e n t i a l l y  d e c a y i n g  t e r m  
and  a p e r i o d i c  t e r m  w h i c h  i n d i c a t e s  t h a t  s u c h  a s y s t e m  i s  
t r u l y  a v i b r a t i n g  s y s t e m ,  s i n c e  i t  c o n t i n u e s  t o  o s c i l l a t e  
w h i l e  s l o w l y  d e c a y i n g .
Log  a r  i t  hm i _c_ De c r e m e n t  
F o r  t h e  u n d e r d a m p e d  s y s t e m  Eq .  ( A . 2 0 )  c a n  be 
w r i t t e n  i n  e i t h e r  o f  t w o  w a y s  as  f o l l o w s :
-£oo t
T a s i n  oo , t  + B c o s  co t |  L  n d nd J ( A . 2 2 )
o r
r  "Ix = C e  r s i n ( o o ncj t + c p ) J  ( A . 2 3 )
w h e r e  C = I A2 + B2J
a nd  c p =  t a n "  B / A
T h e  c o n s t a n t s  A a n d  B c a n  be e v a l u a t e d  f r o m  t h e  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s ,  d i s p l a c e m e n t  ( x  Q ) and  v e l o c i t y  ( x q ) ,  
a t  t i m e  e q u a l s  z e r o  ( t Q ) .
F r om Eq .  ( A . 2 2 ) ,  a t  t  = 0 ,  x = B,  and
1 2 5
A s i n  , t  + B c o s  cond ( - [ c o j e
r ’ “ nd
♦ [
’]
- £ g) t
A w _ j  c o s « n d + “  0 5 ' n W" H +n d n d n d
o r ,  a t  t  = 0 :
x Q -  -BScop + Acon(J
T h e r e f o r e ,
A =
-x -X oo  + Aoo
x o + x o £ “ n
n d
( A . 2 4 )
“ nd
I n F i g .  A . 4 ,  a g e n e r a l  p l o t  o f  Eq .  ( A . 2 3 )  r e p r e ­
s e n t s  t h e  t y p i c a l  m o t i o n  o f  an u n d e r d a m p e d  v i b r a t i n g  
s y s t e m .
D i s p  I a c e m e n t  
( x )
T  = 211/co
T y p i c a l  u n d e r d a m p e d  s y s t e m .
F i g u r e  A . 4
O f t e n  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  k now w h a t  f u t u r e  a m p l i t u d e s  w i l l  
d e v e l o p ,  k n o w i n g  o n l y  i n i t i a l  d i s p l a c e m e n t ,  v e l o c i t y  o r  
a c c e l e r a t i o n  v a l u e s .  T h i s  c a n  be d e t e r m i n e d  by  i n v e s t i ­
g a t i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  s u b s e q u e n t  amp I i t u d e s  i n  
F i g .  A . 4 ,  s a y  and  as  f o l l o w s :
i me
N o t e :  The  b r a c k e t e d  t e r m s  a r e  e q u a l  s i n c e  t h e y  d i f f e r  o n l y
by  t h e  a m o u n t  2tc . We c a n  now t a k e  t h e  r a t i o  o f  x ^  t o  
t o  g i v e  us a r e l a t i o n s h i p  o f  a m p l i t u d e s  r e f l e c t i n g  t h e  
d e c a y  i n  a m p l i t u d e  p e r  p e r i o d .
x ,  ~ ^ U n + 1 £go t
—  = —  y  - f  = e n ( A . 2 6 )
- £ o ) n t i  - £ w n T x e 11 1 e
2
N o t e :  T h i s  i s  a c o n s t a n t  f o r  a p a r t i c u l a r  s y s t e m  s i n c e  £ ,
co a n d  T a r e  a l  I d e f i n e d  by  t h e  s y s t e m  c o n s t a n t s  k ,  C,  a n d  
n
m.  T h u s  s u c c e s s i v e  a m p l i t u d e s  ( d i s p l a c e m e n t ,  v e l o c i t i e s  
o r  a c c e l e r a t i o n s )  a r e  now k n o wn  t o  d e c a y  by  a c o n s t a n t  
f a c t o r  p e r  p e r i o d .  Mo r e  p r e c i s e l y ,  t h i s  f a c t o r  c a n  be 
e v a l u a t e d  by  t a k i n g  t h e  n a t u r a l  l o g  o f  b o t h  s i d e s  o f  Eq .
( A . 2 6 ) ,  g i v i n g  u s :
I n  t l  = T = —  = Eco --------
* 2  " “ nd " J T T T
o r
X 1 2 n £
I n — ’ = 7 ( A . 27 )
2 J l - T
T h i s  f a c t o r  i s  k nown  as  t h e  l o g a r i t h m i c  d e c r e m e n t  o f  t h e  
s y s t e m ,  a n d  r e l a t e s  n o t  o n l y  t h e  v a l u e  o f  x ^ t o  x 2 , b u t  a l s o  
t h e  v a l u e s  o f  a n y  t w o  c o n s e c u t i v e  a m p l i t u d e s ,  i . e . :
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x i 2 n l  x 2 x 3
I n  = same f a c t o r  = " r— ^ = I n v = I n
x 2 J T T 2 3
o r ,  m o r e  g e n e r a l l y ,  t h e  r a t i o  o f  a n y  t w o  a m p l i t u d e s ,  n o t  
n e c e s s a r i l y  c o n s e c u t i v e ,  a r e  r e l a t e d  i n  t h e  same w a y ,  as  
f  o I  l o w s :
X 1 2nCn
( A . 2 8 )
x ( 1 +n )
J  ' - i 2
F o r  e x a m p l e :
I n x = |— ■ J  w h e r e  n = 2
T h i s  r e l a t i o n s h i p  i s  q u i t e  u s e f u l ,  p a r t i c u l a r l y  
i n  e x p e r i m e n t a l  w o r k  w h e r e  s y s t e m  o u t p u t  d a t a ,  s u c h  as  t h a t  
s h o wn  i n  F i g .  A . 4 ,  h a s  b e e n  o b t a i n e d  e x p e r i m e n t a l l y ,  and  
o n e  w i s h e s  t o  f i n d  t h e  d a m p i n g  c o n s t a n t ,  C,  o f  t h e  s y s ­
t e m .  ( U s u a l l y  k a n d  m a r e  e a s i l y  o b t a i n e d  e x p e r i m e n t a l l y ,  
b u t  C i s  v e r y  d i f f i c u l t  t o  f i n d . )  T h i s  c a n  now be d e t e r ­
m i n e d  by  r e a d i n g  x - v a l u e s  f r o m  t h e  o u t p u t  d a t a  c u r v e  and  
u s i n g  Eq .  ( A . 2 8 )  t o  f i n d  t h e  s t a n d a r d  d a m p i n g  f a c t o r ,  £ ,  
a n d  t h e r e f o r e ,  t h e  s y s t e m  d a m p i n g  c o n s t a n t ,  C.  A l s o ,  i n  
s y s t e m s  w h e r e  d a m p i n g  i s  I i g h t ,  we c a n  t a k e  x - v a l u e s  a t  
l a r g e r  i n t e r v a l s  ( s a y  x  ^ , x , e + c ■ ) i n o r d e r  t o
f a c i l i t a t e  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  £.
I n a p r a c t i c a l  s e n s e ,  m o r e o v e r ,  v e l o c i t i e s  o r  
a c c e l e r a t i o n s  a r e  u s u a l l y  m e a s u r e d  e x p e r i m e n t a l l y ,  r a t h e r  
t h a n  d i s p l a c e m e n t s .  The  v a l u e s  £ and  C c a n  s t i l l  be 
f o u n d  f r o m  t h i s  d a t a  t h r o u g h  t h e  u s e  o f  t h e  l o g  d e c r e m e n t
f a c t o r  s i n c e  t h e  r a t i o  o f  a c c e l e r a t i o n s  e q u a l s  t h a t  o f  t h e  
v e l o c i t i e s ,  w h i c h  i n  t u r n  e q u a l s  t h a t  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t s  
T h i s  c a n  be s h o wn  f r o m  Eq .  ( A . 6 ) ,  as  f o l l o w s :
I f  x = C e
s t
x = s C e = s x  
x = s ^  C e s ^ = ' s ^ x
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APPENDI X  B
P R O B A B I L I T Y  THEORY,  D I S T R I B U T I O N S  AND AVERAGES
T h i s  a p p e n d i x  i s  h e r e  a t t a c h e d  f o r  p u r p o s e s  o f  
b a c k g r o u n d  i n f o r m a t i o n  r e g a r d i n g  many  o f  t h e  c o n c e p t s  o f  
p r o b a b i l i t y  t h e o r y ,  d i s t r i b u t i o n s  a n d  a v e r a g e s  e m p l o y e d  
t h r o u g h o u t  t h i s  d i s s e r t a t i o n .  Much  o f  t h e  m a t e r i a l  c o n ­
t a i n e d  h e r e i n  i s  f o u n d  i n  C r a n d a l l  a n d  M a r k ' s  Random Vj_- 
b r a t  i o_n i_n M e e han i c_aj_ Sy s t e m s  ( 3 2 ) ,  C r a n d a l l ' s  Random 
V i b r a t i on ( 3 3 )  and  C a u g h e y ' s  ' ' N o n s t a t i o n a r y  Random I n p u t  
a n d  R e s p o n s e ’’ ( 1 1 ) .
The  u s e  o f  t h e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  o f  a r a n d o m 
p r o c e s s  t o  d e a l  w i t h  c o m p l e x  v i b r a t i o n s  s u c h  as  i n  F i g .
B . 1 ( b ) i s  a s i m p l i f i c a t i o n  o f  r e a l i t y  j u s t  as  t h e  u s e  
o f  a s i n u s o i d  t o  d e a l  w i t h  s i m p l e  v i b r a t i o n s  s u c h  as  i n  
F i g .  B . 1 ( a ) i s  a l s o  an i d e a l i z a t i o n  o f  r e a l i t y .
A s i n u s o i d  i s  c h a r a c t e r i z e d  by  i t s  a mpI  i t  u d e and
' 5 ^27 eg u e n c y_. F o r  many  p u r p o s e s  i n  v i b r a t i o n  a n a l y s i s ,  
t h e  p_h a s e i s  u n i m p o r t a n t .  A r a n d o m  v i b r a t i o n  c a n  o f t e n  
be a d e q u a t e l y  c h a r a c t e r i z e d  by an a v e r a g e  a m p l i t u d e  and 
by  a d e c o m p o s i t i o n  i n  f r e q u e n c y .  The  a v e r a g e  a m p l i t u d e  
m o s t  c o m m o n l y  e m p l o y e d  i s  t h e  rm s o r  r o o t - m e a n - s q u a r e  
v a l u e .  Th e  f r e q u e n c y  d e c o m p o s i t i o n  i s  i n d i c a t e d  by  t h e
m ®_a 1  s q u a r e  s p e c t r a  I d e n s i t y . O t h e r  s t a t i s t i c a l  p a r a ­
m e t e r s  c a n  a l s o  be o b t a i n e d  t o  p r o v i d e  a mo r e  c o m p l e x  




F i g u r e  B .1
V i b r a t i o n  r e c o r d s :  d e f l e c t i o n  o r  s t r e s s  a s  a f u n c t i o n
o f  t i m e .  ( a )  P r e d o m i n a n t l y  d e t e r m i n i s t i c  s i n u s o i d a l  
s a m p l e ;  ( b )  P r e d o m i n a n t l y  r a n d o m  s a m p l e .
We s h a l l ,  t h e r e f o r e ,  f i n d  i t  n e c e s s a r y  t o  c o m b i n e  
s t a t i s t i c a l  d e s c r i p t i o n  w i t h  d e s c r i p t i o n  b a s e d  on t h e  c o n ­
c e p t s  o f  h a r m o n i c  a n a l y s i s ,  s u i t a b l y  g e n e r a l i z e d  t o  make  
i t  a p p l i c a b l e  t o  c o n t i n u o u s  r e c o r d s  s u c h  as  t h a t  o f  F i g .
B . 1 ( b ) .  T h e r e  a r e  many  o c c a s i o n s  w h e r e  t h e  s h a p e  o f  a 
r e c o r d  i s  o f  m o r e  s i g n i f i c a n c e  t h a n  i t s  l e v e l  d i s t r i b u t i o n ,  
and  i n  s u c h  c a s e s  t h e  m e t h o d s  o f  h a r m o n i c  a n a l y s i s  p r o v i d e
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t h e  b e t t e r  d e s c r i p t i o n .  I n p a r t i c u l a r ,  wh e n  we come t o  
c o n s i d e r  t h e  r e s p o n s e  o f  a s y s t e m  t o  a r a n d o m l y  v a r y i n g  
e x c i t a t i o n ,  we s h a l I  s e e  t h a t  a k n o w l e d g e  o f  t h e  f r e q u e n c y  
c o n t e n t  o f  t h e  e x c i t a t i o n  ma k e s  i t  p o s s i b l e  t o  ma k e  u s e  
o f  r e s u l t s  o b t a i n e d  ( e x p e r i m e n t a l l y  o r  t h e o r e t i c a l l y )  
f o r  an e x c i t a t i o n  o f  d i s c r e t e  f r e q u e n c y .  B u t  t h o s e  p r o p ­
e r t i e s  o f  a r a n d o m l y  v a r y i n g  q u a n t i t y  w h i c h  we d e s c r i b e  
i n  t e r m s  o f  h a r m o n i c  a n a l y s i s  c a n  a l s o  be d e s c r i b e d  i n  
t e r m s  o f  s t a t i s t i c s ,  and  t h e  a v a i l a b i l i t y  o f  t h e  t w o  
e q u i v a l e n t  m e t h o d s  o f  d e s c r i b i n g  t h e  same p r o p e r t i e s  i s  
o f t e n  a g r e a t  c o n v e n i e n c e  i n  a n a l y s i s ,  w h e r e  we c a n  w o r k  
w i t h  t h e  m o s t  s u i t a b l e  m e t h o d  f o r  a p a r t i c u l a r  p u r p o s e .
L e t  us  c o n s i d e r  a r a n d o m l y  v a r y i n g  q u a n t i t y ,  d e ­
n o t e d  by  x ( t  ) , w h i c h  may be a n y  p h y s i c a l  q u a n t i t y  s u c h  as 
f o r c e ,  p r e s s u r e ,  s t r e s s ,  d e f l e c t i o n ,  e t c .  I f  t h i s  i s  
r e c o r d e d  o v e r  an i n t e r v a l  A t  t h e  r e s u l t  may be r e p r e s e n t e d  
as  i n  F i g .  B . 2 .
C
x ( t ) 
A
E
F i g u r e  B . 2
R a n d o m l y  v a r y i n g  q u a n t i t y ,  x ( t ) ,  v s .  t i m e .
1 32
A l t h o u q h  i t  i s  p o s s i b l e  t o  p l o t  x ( t )  a g a i n s t  t  
f o r  a n y  p a r t i c u l a r  i n t e r v a l  A t  d u r i n g  w h i c h  x ( t )  h a s  b e e n  
m e a s u r e d ,  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  p r e d i c t  f r o m  t h i s  t h e  
p r e c i s e  v a l u e  o f  x ( t )  a t  a n y  f u t u r e  v a l u e  o f  t .
H o w e v e r ,  i f  we h a v e  r e a s o n  t o  b e l i e v e  t h a t  t h e  
m e c h a n i s m s  by w h i c h  x ( t )  i s  g e n e r a t e d  r e m a i n  u n c h a n g e d  a t  
a l l  t i m e s ,  we c an  e x o e c t  t h a t  t h e  e s s e n t i a l  c h a r a c t e r  o f  
x ( t )  o u t s i d e  A t  r e m a i n s  u n c h a n g e d  a l s o .  T h u s ,  f o r  e x a m p l e ,  
i f  t h e  i n t e r v a l  A t  i s  n o t  t o o  s h o r t  x ( t )  w i l l  h a v e  t h e  
same mean  v a l u e  ( r e p r e s e n t e d  by  AB)  o u t s i d e  A t  as  i t  d o e s  
w i t h i n  i t ,  and  t h e  e x t r e m e  v a l u e s  o f  x ( t )  w i l l ,  e x c e p t  i n  
r a r e  i n s t a n c e s ,  s t i l l  l i e  b e t w e e n  t h e  l i m i t s  r e p r e s e n t e d  
by  CD a n d  EF.  T h i s  t e c h n i q u e  o f  d e s c r i p t i o n  i s  c a p a b l e  
o f  c o n s i d e r a b l e  r e f i n e m e n t ,  and  by me a n s  o f  s t a t i s t i c a l  
c o n c e p t s  i t  i s ,  i n  f a c t ,  p o s s i b l e  t o  d e s c r i b e  t h e  e s s e n t i a l  
f e a t u r e s  o f  t h e  w h o l e  s i g n a l  x ( t )  w i t h  some p r e c i s i o n  
b a s e d  s o l e l y  on i t s  b e h a v i o r  i n  t h e  i n t e r v a l  A t .  B e f o r e  
d e v e l o p i n g  s u c h  a t e c h n i q u e  f o r  a q u a n t i t y  x ( t ) ,  i t  i s  
h e l p f u l  f i r s t  t o  c o n s i d e r  some r a t h e r  mo r e  e l e m e n t a r y  s t a ­
t i s t i c a l  p r o b l e m s .
S t a t i s t i c a l  t h e o r y  i s  b a s e d  on t h e  c o n c e p t  o f  
p r o  b a b i I i t  y . Th e  m e a s u r e  o f  p r o b a b i l i t y  u s e d  i s  b a s e d  
on a s c a l e  s u c h  t h a t t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  o c c u r r e n c e  o f  
an e v e n t  w h i c h  c a n n o t  p o s s i b l y  o c c u r '  i s  t a k e n  t o  be z e r o ;  
t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  o c c u r r e n c e  o f  an e v e n t  w h i c h  i s  
a b s o l u t e l y  c e r t a i n  t o  o c c u r  i s  t a k e n  t o  be u n i t y .  Any  
o t h e r  e v e n t  c l e a r l y  m u s t  h a v e  a p r o b a b i l i t y  b e t w e e n  z e r o  
a n d  u n i t y ,  a l t h o u g h  i t  may  n o t  be e a s y  t o  s ee  a t  o n c e  how
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a n y  n u m e r i c a l  V a l u e  c a n  be a I l o t t e d  t o  i t .
I n some c a s e s  an a r g u m e n t  b a s e d  on s y m m e t r y  e n a b l e s  
us  t o  a l l o t  a p r e c i s e  m e a s u r e  o f  p r o b a b i l i t y .  S u p p o s e  t h a t  
we s p i n  n c o i n .  We do n o t  k n o w b e f o r e h a n d  w h e t h e r  t o  e x ­
p e c t  t h e  r e s u l t s  ' ' h e a d s 1' o r  " t a i l s , "  b u t  we c a n  a r g u e  on 
g r o u n d s  o f  s y m m e t r y  t h a t  w i t h  a g o o d  c o i n  t h e  p r o b a b i l i t y  
o f  t h e  r e s u l t  " h e a d s "  i s  e q u a l  t o  t h a t  o f  t h e  r e s u l t  " t a i l s , "  
o r ,  i n  s y m b o l i c  f o r m ,  Pr  f f l "J = P r  [ t " J  . As t h e  p r o b a b i l i t y  
o f  " e i t h e r  h e a d s  o r  t a i l s , "  w h i c h  w i l l  be e q u a l  t o  
P r  [  h ]  + P r  , m u s t  be u n i t y ,  i t  f o l l o w s  t h a t  P r  [ h ]  =
= Pr  = -j- . S i m i l a r l y  we c o u l d  a r g u e  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y
o f  t h r o w i n g  a n y  g i v e n  n u m b e r  w i t h  a s y m m e t r i c a l  s i x - s i d e d  
d i e  w o u l d  be 1 / 6 :  a l l  n u m b e r s  f r o m  1 t o  6 a r e  e q u a l l y
p r o b a b l e  and  t h e i r  t o t a l  p r o b a b i l i t y  m u s t  be u n i t y .
W t ie r e  no s u c h  a r g u m e n t  as  t h a t  o f  s y m m e t r y  i s  
a v a i l a b l e  we h a v e  t o  b a s e  o u r  m e a s u r e  o f  p r o b a b i l i t y  on 
t h e  i n t u i t i v e l y  a c c e p t a b l e  h y p o t h e s i s  t h a t  i n  a n y  t r i a l  
t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  o c c u r r e n c e  o f  a p a r t i c u l a r  e v e n t  i s  
e q u a l  t o  t h e  r e l a t i v e  f r e q u e n c y  o f  i t s  o c c u r r e n c e  i n  a 
v e r y  l a r g e  n u m b e r  o f  s i m i l a r  t r i a l s ;  i . e . ,  i f  an e v e n t  o c ­
c u r s  i n  500  o u t  o f  a s e r i e s  o f  1 0 0 0  t r i a l s ,  we a s s u me  t h a t  
t h e  p r o b a b i l i t y  o f  i t s  o c c u r r i n g  i n  a n y  o n e  t r i a l  i s  a p ­
p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  j  . I f  we b e a r  i n  m i n d  t h e  n e c e s s i t y  
f o r  t a k i n g  a s u f f i c i e n t l y  l a r g e  s a m p l e  b e f o r e  a t t e m p t i n g  
t o  d e f i n e  p r o b a b i l i t y ,  t h i s  e m p i r i c a l  d e f i n i t i o n  d o e s  p r o v e  
s a t i s f a c t o r y ,  and  i f  t h e r e  i s  a n y  d o u b t  as  t o  t t i e  a c c u r a c y  
o f  a r e s u l t ,  i t  may  e v e n  be p o s s i b l e  t o  mak e  some s t a t i s t i ­
c a l  e s t i m a t e  o f  t h e  u n c e r t a i n t y  i n v o l v e d .
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L e t  us  now c o n s i d e r  t h e  s i x - s i d e d  d i e  a l i t t l e
f u r t h e r .  I f  t h e  d i e  i s  p e r f e c t l y  made  we c an  s a y  b e f o r e  
a n y  g i v e n  t h r o w  t h a t  t h e  r e s u l t  w i l l  be a n u m b e r  N , w h i c h  
i s  e q u a l  l y  I i k e I y  t o  t u r n  o u t  t o  be a n y  n u m b e r  b e t w e e n  1 
a n d  6 . T h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  N w i l l  be e q u a l  t o  I i s  e q u a l  
t o  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  N w i l l  be e q u a l  t o  2 ,  and  so  on 
up t o  6 ,  a n d  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  N w i l l  t u r n  o u t  t o  h a v e  
a n y  p a r t i c u l a r  o n e  o f  t h e s e  v a l u e s  i s  t h u s  1 / 6 .  We c a n  
w r i t e ,  t h e r e f o r e ,  Pr  [ n = „ ]  = 1 / 6 ,  w h e r e  n c a n  be g i v e n  
a n y  s p e c i f i e d  v a l u e  f r o m  1 t o  6 .  We c a n  s i m p l i f y  t h i s  
n o t a t i o n  e v e n  f u r t h e r  by w r i t i n g  p ( n )  = Pr  [ N  = n ]  so  t h a t
p ( n ) = 1 / 6 ,  (1 <  n ^  6 ) .  T h i s  c a n  be p l o t t e d  a s  a h i s t o ­
g r a m  a g a i n s t  n ,  s ee  F i g u r e  B . 3 ( a ) .  The  d i s t i n c t i o n  b e ­
t w e e n  N a n d  n s h o u l d  be n o t e d :  n r e p r e s e n t s  a n y  p r e v i ­
o u s l y  s p e c i f i e d  p o s s i b l e  r e s u l t ,  w h i l e  N i s  t h e  p r e v i o u s l y  
u n k n o w n  r e s u l t  o f  a n y  t r i a l .  W h i l e  n c a n  h a v e  a n y  p r e ­
s c r i b e d  v a l u e ,  t h e  v a l u e  o f  N c a n n o t  be k nown  ( u n t i l  a f t e r  
t h e  t r i a l )  a n d  we c a n  o n l y  a s s e s s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  i t s  
h a v i n g  a p a r t i c u l a r  v a l u e .  We n o t e  h e r e  t h e  p o s s i b i l i t y  
o f  a d d i n g  p r o b a b i l i t i e s :  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  N i s  o d d
i s  e q u a l  t o  P r  £ N = 1 o r  3 o r  5 J  w h i c h  i s  e q u a l  t o  p ( 1 ) +
+ p ( 3 ) + p ( 5 ) = £ .
I t  i s  c o n v e n i e n t  h e r e  t o  d e f i n e  a f u r t h e r  p r o b a ­
b i l i t y  and t o  i n t r o d u c e  a new s y m b o l :  P ( n )  = Pr  N <  n
t h a t  i s ,  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  N i s  n o t  g r e a t e r  t h a n  a n y  
g i v e n  n u m b e r  n .  We s e e  t h a t ,  f o r  e x a m p l e ,  P ( 4 )  = p ( 1 )  + 
+ p ( 2 )  + p ( 3 )  + p ( 4 )  = 2 / 3 .  I n d e e d ,  i t  i s  a l w a y s  t h e
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n
c a s e  t h a t  P ( n ) = 2 p ( r ) ,  a n d  i f  i t  i s  p l o t t e d  a g a i n s t  n
1
we o b t a i n  a u n i f o r m  s t a i r c a s e  a s  i n  F i g u r e  B . 3 ( b ) .
( a )
p ( n  )
( c )








P r o b a b i I  i t y  H i s t o g r a m s .
Th e  q u a n t i t i e s  p ( n )  a n d  P ( n )  p r o v i d e  a l t e r n a t i v e  
me a n s  o f  d e s c r i b i n g  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  p r o b a b i l i t y  b e ­
t w e e n  t h e  v a r i o u s  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  n .  I n  w h a t  f o l l o w s ,  
t h e  t e r m  p r o b a b i  I i t y  d i s t r  i b u t  i on w i l l  be u s e d  t o  d e n o t e
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t h e  g e n e r a l  p r o p e r t i e s  o f  w h i c h  t h e  v a r i o u s  d e f i n e d  
q u a n t i t i e s  ( e . g . ,  p ( n ) ) p r o v i d e  a q u a n t i t a t i v e  d e s c r i p t i o n .
A f u r t h e r  q u a n t i t y  w h i c h  we u s e  l a t e r  i s  t h e  
e x p e c t a t i o n ,  E ( N ) .  T h i s  i s  t h e  e x p e c t e d  r e s u l t  i n  a n y  
g i v e n  t r i a l ,  a s s u m e d  t o  be e q u a l  t o  t h e  mean r e s u l t  o f  a 
v e r y  l a r g e  n u m b e r  o f  t r i a l s .  In t h e  c a s e  o f  t h e  s y m m e t r i ­
c a l  d i e  we c a n  a s s u m e  t h a t  i n  many  t h r o w s  a l l  t h e  n u m b e r s  
f r o m  o n e  t o  s i x  w i l l  o c c u r  w i t h  e q u a l  f r e q u e n c y ,  so  t h e  
e x p e c t a t i o n  h e r e  i s  t h e  mean o f  1,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  i . e . ,
E ( N ) = ( 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 ) / 6 = 3 £
6
(We c o u l d  c l e a r l y  a l s o  w r i t e  t h i s  as  E n p ( n ) . )
1
W i t h  a l o a d e d  d i e  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  w i l l  
be m o d i f i e d  s o m e w h a t .  We c o u l d  no l o n g e r  i n f e r  t h e  v a l u e s  
o f  p ( n )  f r o m  s y m m e t r y ,  b u t  an e x p e r i m e n t  c o n s i s t i n g  o f  a 
v e r y  l a r g e  n u m b e r  o f  t h r o w s  w o u l d  i n d i c a t e  some s u c h  d i s t r i ­
b u t i o n  a s  t h a t  s h o wn  i n  F i g .  B . 3 ( c ) .  I f  we w e r e  now t o
p l o t  P ( n )  t h e  s t a i r c a s e  w o u l d  no  l o n g e r  be u n i f o r m  b u t  w o u l d
n
be as  s h o w n  i n  F i g .  B . 3 ( d ) ,  w i t h  P ( n )  = E p ( r ) .  The  e x -
1
p e c t a t i o n  w o u l d  now be a w e i g h t e d  mean  o f  t h e  n u m b e r s  1 t o
6
6 ,  e x p r e s s i b l e  o n l y  as  E ( N )  = E n p ( n ) ,  some n u m b e r s  o c c u r -
1
r i n q  w i t h  g r e a t e r  f r e q u e n c y  t h a n  o t h e r s .
I n b o t h  c o i n  and  d i e ,  t h e r e  a r e  c e r t a i n  d i s c r e t e  
v a l u e s  w h i c h  t h e  r a n d o m  v a r i a b l e  N c a n  h a v e :  a c o i n  has
t w o ,  a d i e  h a s  s i x .  The  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  i n  w h i c h  we 
s h a l l  be i n t e r e s t e d ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  h a v e  a c o n t i n u o u s  
r a n g e  o f  p o s s i b l e  v a l u e s .  We m u s t ,  t h e r e f o r e ,  n e x t  c o n s i d e r
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t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  o f  q u a n t i t i e s  o f  t h i s  t y p e .
S u p p o s e  f o r  e x a m p l e  t h a t  we h a v e  a v e r y  l a r q e  n u m ­
b e r  o f  p i e c e s  o f  s t r i n g  o f  d i f f e r e n t  l e n g t h s ,  X,  a n d  s u p ­
p o s e  t h a t  we w i s h  t o  d e s c r i b e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  l e n g t h s .  
We c o u l d  a t t e m p t  t o  do t h i s  by d e f i n i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  
t h a t  a n y  p i e c e  t a k e n  a t  r a n d o m  w o u l d  h a v e  a c e r t a i n  l e n g t h  
x ,  and  do t h i s  f o r  a l l  p o s s i b l e  l e n g t h s  x .  T h i s  o p e r a t i o n  
w o u l d ,  h o w e v e r ,  be u n h e l p f u l ,  f o r  no s t r i n g  c o u l d  be p_re_- 
ci_sj3l_y_, s a y ,  12 i n c h e s  l o n g .  C l e a r l y  Pr  £ x  = x ^  w o u l d  be 
z e r o  f o r  an_y_ p r e c i s e  v a l u e  o f  x ;  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  
o c c u r r e n c e  o f  a n y  o n e  o u t  o f  an i n f i n i t e  n u m b e r  o f  p o s ­
s i b i l i t i e s  c a n  o n l y  be z e r o .  So t h e  u s e  h e r e  o f  a q u a n ­
t i t y  c o r r e s p o n d i n g  t o  p ( n ) v / o u l d  a p p e a r  i n a p p l i c a b l e .
B u t  t h e  p r o b a b i l i t y ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  P ( n ) ,  t h a t  
t h e  l e n g t h  o f  t h e  r a n d o m l y  c h o s e n  p i e c e  o f  s t r i n g  i s  l e s s  
t h a n  a c e r t a i n  s p e c i f i e d  l e n g t h  i_s_ f i n i t e ,  a n d  w i t h  a s u f ­
f i c i e n t  n u m b e r  o f  t r i a l s ,  i t  c a n  be d e t e r m i n e d .  We c a n  
t h e r e f o r e  d e f i n e
w i t h o u t  d i f f i c u l t y ,  and  p l o t  i t  w i t h  p r e c i s i o n  i f  a l a r g e  
e n o u g h  n u m b e r  o f  t r i a l s  c a n  be m a d e .  T h i s  q u a n t i t y  i s  
k n o wn  as  t h e  d i s t r i b u f i o n  f u n c t i o n , and  i t  p r o v i d e s  a p r e ­
c i s e  q u a n t i t a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
l e n g t h s  o f  a l l  t h e  p i e c e s ,  o r ,  b e c a u s e  o f  o u r  d e f i n i t i o n  
o f  p r o b a b i l i t y ,  o f  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  a s s o c i a ­
t e d  w i t h  t a k i n g  a s i n g l e  p i e c e  a t  r a n d o m .  I f  p l o t t e d
P ( x  ) ( B.  1 )
138
a g a i n s t  x i t  w i l l ,  i n  g e n e r a l ,  g i v e  a c o n t i n u o u s  c u r v e  
a n d ,  i n  t h e  p r e s e n t  c a s e ,  w i l l  be s o m e w h a t  I i k e  t h a t  
s h o w n  i n  F i g .  B . 4 .  T h i s  may be s e e n  t o  c o n f o r m  t o  c e r ­
t a i n  o b v i o u s  p h y s i c a l  c o n d i t i o n s :  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t
a n y  s t r i n g  w i l l  h a v e  a n e g a t i v e  l e n g t h  i s  z e r o ;  t h e  p r o b a ­
b i l i t y  o f  a v e r y  s m a l l  p o s i t i v e  l e n g t h  i s  s m a l l ;  t h e  p r o b ­
a b i l i t y  t h a t  a s t r i n g  w i l l  h a v e  a n y  g i v e n  v a l u e  x j m u s t  
be l e s s  t h a n  o n e ;  a l m o s t  a l l  s t r i n g s  w i l l  be f o u n d  t o  
h a v e  l e n g t h s  l e s s  t h a n  some s u i t a b l e  l a r g e  p o s i t i v e  v a l u e  
o f  x .  T h e  p l o t  o f  P ( x ) w i l l  be s e e n  t o  e mb o d y  a l l  t h e  
i n f o r m a t i o n  we c a n  e x p e c t  t o  k n o w a b o u t  t h e  v a l u e s  o f  t h e  
q u a n t i t i e s  i n  o u r  s a m p l e ,  and  so  o f  t h e  p r o b a b i l i t i e s  o f  
a s i n g l e  t r i a l .  I t  i s  p o s s i b l e ,  h o w e v e r ,  t o  p l o t  t h e  
i n f o r m a t i o n  i n  o t h e r  w a y s .






F i g u r e  B . 4
D i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  v s .  x .
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As p r o b a b i l i t i e s  c a n  be a d d e d ,  t h e y  c a n  a l s o  be 
s u b t r a c t e d .  We c a n  t h u s  d e d u c e  f r o m  t h e  d i s t r i b u t i o n  
f u n c t i o n  o f  F i g .  B . 4  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  a n y  r a n d o m l y  s e ­
l e c t e d  s t r i n g  h a v i n g  a l e n g t h  b e t w e e n  t w o  l i m i t s  x^  and  
t h i s  w i l l ,  o f  c o u r s e ,  be e q u a l  t o  t h e  p r o p o r t i o n  o f  o u r
v e r y  l a r g e  n u m b e r  o f  p i e c e s  w h o s e  l e n g t h s  a r e  i n  t h i s  r a n g e
A s
P r  [ X ] <  X - x 2 ]  = ^ r  L  X ~ X 2" j  “  P r  [ X - x i 1 
= P ( x 2 ) -  P ( x  )
t h i s  p r o b a b i l i t y  i s  g i v e n  by t h e  l e n g t h  AB i n  F i g .  B . 4 .
T h i s  l a s t  r e s u l t  c a n  be e x t e n d e d  t o  g i v e  us  a p ( x )
w h i c h  d o e s  i n  f a c t  c o r r e s p o n d  c l o s e l y  t o  o u r  p r e v i o u s  p ( n ) .
T h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  X l i e s  b e t w e e n  x and  x + d x ,  w h i c h  we 
c a n  c a l l  d P ( x ) ,  c a n  be o b t a i n e d  i n  t h e  same w a y .  T h u s :
dP ( x ) = Pr  J^X 5  x + d x j  -  Pr
= P ( x + d x )  -  P ( x )
Now t h i s  p r o b a b i  I i t y ,  i f  dx  i s  s m a l l  e n o u g h ,  w i l l
be p r o p o r t i o n a l  t o  d x ,  a n d  we c a n  c a l l  i t  p ( x ) d x . We t h e n
h a v e  d P ( x )  = p ( x ) d x ,  w h i c h ,  when  d P ( x )  a n d  dx  b e c o me  i n ­
f i n i t e s i m a l ,  r e d u c e s  t o  t h e  d i f f e r e n t i a l  r e l a t i o n
p ( x ) = ( B . 2 )
d x
The  q u a n t i t y  p ( x )  i s  c a l l e d  t h e  p r o b a b i  I i t y d e n s i t y  
a n d  p r o v i d e s  a s e c o n d  way  o f  d e s c r i b i n g  p r e c i s e l y  t h e  p r o b ­
a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  a r a n d o m  v a r i a b l e .  When p l o t t e d  i t
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w i l l  h a v e  t h e  f o r m  o f  F i g .  B . 5 .  H e r e  t h e  h i g h e r  p o r t i o n s  
o f  t h e  c u r v e  c o r r e s p o n d  t o  t h e  r e g i o n  i n  w h i c h  m o s t  v a l u e s  
i n  t h e  s a m p l e  a r e  f o u n d ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  r e g i o n  o f  
g r e a t e s t  s l o p e  o f  P ( x ) ,  a n d  t h e  l o w e r  p a r t s  o f  t h e  c u r v e  
i n d i c a t e  v a l u e s  o f  x w h i c h  o c c u r  o n l y  c o m p a r a t i v e l y  r a r e l y .
p ( x
\i,d x0
F i g u r e  B . 5  
P r o b a b i l i t y  d e n s i t y  v s .  x
P l o t s  o f  b o t h  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  P ( x )  and  
p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  p ( x )  t h u s  e mb o d y  t h e  i d e n t i c a l  f a c t s  
c o n c e r n i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  a r a n d o m  v a r i ­
a b l e ,  X,  and  e i t h e r  c a n  be o b t a i n e d  i f  t h e  o t h e r  i s  k n o wn  
We h a v e  d e f i n e d  p ( x )  i n  t e r m s  o f  P ( x ) ,  a n d  u s u a l l y  P ( x ) 
i s  e a s i e r  t o  o b t a i n  e x p e r i m e n t a l l y ,  b u t  t h e  r e v e r s e  p r o ­
c e s s  c a n  be c a r r i e d  o u t  by  w r i t i n g
P ( x  ) P
- oo
p ( z ) d z ( B.  3 )
F o r  p i e c e s  o f  s t r i n g  t h e  l o w e r  I i m i t  o f  t h e  i n t e g r a t i o n  
w o u l d  be z e r o ,  b u t  i n  g e n e r a l ,  n e g a t i v e  v a l u e s  o f  x m u s t  
be c o v e r e d  by  t h e  p ( x )  a n d  P ( x )  c u r v e s .
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The  s h a p e  o f  t h e  p ( x )  and  P ( x )  c u r v e s  g i v e s  a 
q u a l i t a t i v e  i n d i c a t i o n  o f  t h e  n a t u r e  o f  a d i s t r i b u t i o n  
e v e n  w i t h o u t  d e t a i l e d  q u a n t i t a t i v e  i n t e r p r e t a t i o n .  F o r  
e x a m p l e ,  a v a r i a b l e  w h o s e  v a l u e s  w e r e  c l o s e l y  c l u s t e r e d  
a b o u t  a mean w o u l d  o b v i o u s l y  g i v e  a t a l l  n a r r o w  p ( x )  c u r v e  
o r  a P ( x ) c u r v e  s t e e p l y  r i s i n g  n e a r  t h e  mean v a l u e .
A w o r d  o f t e n  u s e d  when  r e f e r r i n g  t o  a s t a t i s t i c a l  
d i s t r i b u t i o n  i s  ^ c o n f i d e n c e . 1' T h u s  we m i g h t  s a y  t h a t  t h e  
d e c l a r e d  l i f e  o f  a g i v e n  c o m p o n e n t  i s  b a s e d  on a 9 5 5? c o n ­
f i d e n c e  l e v e l .  By t h i s  we w o u l d  mean  t h a t  955? o f  a l a r g e
n u m b e r  o f  c o m p o n e n t s  t e s t e d  had  a l i f e  i n  e x c e s s  o f  t h i s  
d e c l a r e d  v a l u e .  T h i s  w o u l d  be e q u i v a l e n t  t o  s a y i n g  t h a t  
a n y  s a m p l e  t a k e n  w o u l d  h a v e  a p r o b a b i l i t y  o f  0 . 9 5  o f  e x ­
c e e d i n g  t h e  d e c l a r e d  v a l u e ,  o r  a p r o b a b i l i t y  o f  0 . 0 5  o f  
f a i l u r e  w i t  h i n t h e  d e c l a r e d  v a l u e .  A c o n f i d e n c e  l e v e l  
t h e n ,  i s  s i m p l y  a m e a s u r e  o f  p r o b a b i l i t y  and  may be r e a d  
o f f  a c u r v e  g i v i n g  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n .
E n s e m b I e s  a n d H i g h e r  0 r  d e r
P_ro_b a b i I i_1yy_ Dj s_t r  i b u t  i o n s  ( 3_2_)
The  c e n t r a l  n o t i o n  i n v o l v e d  i n  t h e  c o n c e p t  o f  a 
r a n d o m  p r o c e s s  x ( t )  i s  t h a t  n o t  j u s t  o n e  t i m e  h i s t o r y  i s  
d e s c r i b e d  b u t  t h e  w h o l e  f a m i l y  o r  e n s e m b I e  o f  p o s s i b l e  
t i m e  h i s t o r i e s  w h i c h  m i g h t  h a v e  b e e n  t h e  o u t c o m e  o f  t h e  
same e x p e r i m e n t  a r e  d e s c r i b e d .
Any  s i n g l e  i n d i v i d u a l  t i m e  h i s t o r y  b e l o n g i n g  t o  
t h e  e n s e m b l e  i s  c a l l e d  a s a m p I e  f u n c t i o n .  A r a n d o m  p r o c e s s  
c a n  be  p o r t r a y e d  s c h e m a t i c a l l y  a s  i n  F i g .  if . 6 . E a c h  s a m p l e
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( 5 )
F i g u r e  B . 6
S c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a r a n d o m  p r o c e s s  
x ( + )  . Eac h  x ' W t )  i s  a s a m p l e  f u n c t i o n  o f  t h e  
e n s e m b l e .
f u n c t i o n  x ^ ( t )  i s  s k e t c h e d  as  a f u n c t i o n  o f  t i m e .  The  
t i m e  i n t e r v a l  i n v o l v e d  i s  t h e  same f o r  e a c h  s a m p l e .  I t  
may  be a f i n i t e  i n t e r v a l ,  e . g . ,  a c e r t a i n  1 0 - s e c o n d  i n t e r ­
v a l  d u r i n g  a m i s s i l e  f l i g h t ,  o r  i t  may be t h e  i n f i n i t e  
i n t e r v a l  e x t e n d i n g  f r o m  t  = -  00 t o t = o O  . T h e r e  i s  a 
c o n t i n u o u s  i n f i n i t y  o f  d i f f e r e n t  p o s s i b l e  s a m p l e  f u n c t i o n s ,  
o f  w h i c h  o n l y  a f e w a r e  s h o wn  . A l l  o f  t h e s e  r e p r e s e n t  
p o s s i b l e  o u t c o m e s  o f  e x p e r i m e n t s  w h i c h  t h e  e x p e r i m e n t e r  
c o n s i d e r s  t o  be p e r f o r m e d  u n d e r  i d e n t i c a l  c o n d i t i o n s .  B e ­
c a u s e  o f  v a r i a b l e s  b e y o n d  h i s  c o n t r o l ,  t h e  s a m p l e s  a r e
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a c t u a l l y  d i f f e r e n t .  Some s a m p l e s  a r e  m o r e  p r o b a b l e  t h a n  
o t h e r s ,  and  t o  d e s c r i b e  t h e  r a n d o m  p r o c e s s  f u r t h e r ,  i t  i s  
n e c e s s a r y  t o  g i v e  p r o b a b i l i t y  i n f o r m a t i o n  s u c h  as t h a t  d i s ­
c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .
The  p r o b a b i l i t y  i n f o r m a t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  a r a n ­
dom p r o c e s s  c a n  be g i v e n  by  f i r s t  d e s c r i b i n g  t h e  d i s t r i b u ­
t i o n  o f  v a l u e s  x ( t ^ )  w h i c h  o c c u r  i n  t h e  e n s e m b l e  f o r  a f i x e d  
v a l u e  o f  t  = t   ^ . I n some c a s e s  t h i s  d i s t r i b u t i o n  w i l l  be 
i n d e p e n d e n t  o f  t  ; i n  o t h e r  c a s e s  a d i f f e r e n t  d i s t r i b u t i o n  
w i l l  be o b t a i n e d  f o r  e a c h  t   ^ . S e c o n d  , t h e  j o i n t  d i s t  r  i b u -  
i .  L°J1 f ° r  p a i r s  o f  v a l u e s  x ( t ^ )  a n d  x ( t  ^ ) w h i c h  o c c u r  i n  
t h e  e n s e m b l e  f o r  a p a i r  o f  f i x e d  v a l u e s  o f  t   ^ and  1 2  i s  
d e s c r i b e d .  T h e s e  j o i n t  d i s t r i b u t i o n s  may  be f u n c t i o n s  o f  
b o t h  1 1 a n d  1 2  o r  ma y ,  i n  some c a s e s ,  o n l y  be f u n c t i o n s  o f  
x  = t   ^ -  t  ^ • Th i r d , t h e  j o i n t  d i s t r i b u t i o n s  f o r  t r i p l e s
o f  v a l u e s  x ( t ^ ) ,  x ( t ^ )  a n d  x ( t ^ )  w h i c h  o c c u r  i n  t h e  e n s e m b l e  
f o r  f i x e d  v a l u e s  o f  t   ^ , t  , and  t  v a r e  d e s c r i b e d .  I n p r i n ­
c i p l e ,  t h e  p r o c e s s  i s  c o n t i n u e d  t o  i n c l u d e  j o i n t  d i s t r i b u ­
t i o n s  o f  o r d e r  n w i t h  n —►0 0  . I n p r a c t i c e ,  muc h  r e l e v a n t  
i n f o r m a t i o n  i s  o b t a i n e d  w i t h o u t  g o i n g  b e y o n d  d i s t r i b u t i o n s  
o f  s e c o n d  o r d e r .  T h i s  i s  a b o u t  t h e  l i m i t  as  f a r  as  e x p e r i ­
m e n t a l  d e t e r m i n a t i o n  g o e s .  I n o n l y  a f e w t h e o r e t i c a l  c a s e s  
( e . g . ,  t h e  G a u s s i a n  o r  N o r m a l  r a n d o m  p r o c e s s )  i t  i s  t h e n  
p o s s i b l e  t o  i n d i c a t e  t h e  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e  h i g h e r - o r d e r  
j o i n t  d i s t r i b u t i o n s  k n o w i n g  t h e  f o r m  o f  t h e  f i r s t  a n d  
s e c o n d  o r d e r  d i s t r i b u t i o n s .
The  f i r s t - o r d e r  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f o r  v a l u e s
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o f  x ( + 1 ) a t  a f i x e d  v a l u e  t ^  c a n  now be d e s c r i b e d  by  a 
g r a p h  e x a c t l y  l i k e  t h a t  o n e  s h o wn  i n  F i g .  B . 5  ( p r e v i o u s l y  
u s e d  t o  d e s c r i b e  t h e  d i s t r i b u t i o n  a l o n g  a p a r t i c u l a r  s a m p l e  
f u n c t i o n ) .  Now g r a p h s  o f  t h i s  f o r m  c a n  be u s e d  t o  s h o w t h e  
p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  p £ x ( + o r  s i m p l y  p ( x )  ( i f
t h e r e  i s  no a m b i g u i t y  c o n c e r n i n g  t h e  v a l u e  o f  t )  w h e r e  t h e  
s a m p l e  i s  now t a k e n  a c r o s s  t h e  e n s e m b I e . T h i s  f u n c t i o n ,  
l i k e  b e f o r e ,  h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  t h e  f r a c t i o n  o f  e n s e m b l e  
me m b e r s  f o r  w h i c h  x ( t  •] ) l i e s  b e t w e e n  x a n d  x + dx  i s  p ( x ) d x .
A n o t h e r  way  o f  l o o k i n g  a t  t h e  t e r m  " p r o b a b i l i t y "  
i s  t h a t  i t  i s  s i m p l y  t h e  f  r a c t i o n  o f  f a v o r a b l e  e v e n t s  o u t  
o f  a l l  p o s s i b l e  e v e n t s .  P r o b a b i l i t i e s  a r e  i n h e r e n t l y  n o n ­
n e g a t i v e ,  i . e . ,  t h e y  c a n  o n l y  be p o s i t i v e  o r  z e r o .  P r o b a ­
b i l i t i e s  o f  m u t u a l l y  e x c l u s i v e  e v e n t s  a r e  a d d i t i v e .  T h u s  
t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  a s a m p l e  l i e s  b e t w e e n  a and  b i n  F i g .  
B . 5  i s  . j u s t  t h e  sum o f  t h e  p r o b a b i l i t i e s  t h a t  a s a m p l e  l i e s  
i n  e a c h  o f  t h e  i n d i v i d u a l  d x  i n t e r v a l s  w h i c h  go  t o  make  
up t h e  i n t e g  r a  I
b
^  p ( x ) dx
a
The  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  v a l u e  o f  x l i e s  b e t w e e n  -  CO and  
OO i s  u n i t y ;  i . e . ,  t h e r e  i s  100% c e r t a i n t y  t h a t  x i s  s o m e ­
w h e r e  i n  t h i s  i n t e r v a l  ( a s s u m i n g  x i s  a r e a l  n u m b e r ) .  T h i s  
i m p l i e s  t h a t  t h e  a r e a  u n d e r  t h e  c u r v e  o f  F i g .  B . 5  i s  u n i t y  
o r  t h a t
OO
| p  ( x ) d x  = 1 ( B . 4 )
- G O
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N o t e  t h a t  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  p ( x )  w h i c h  c a n  
be i n t e r p r e t e d  as  g i v i n g  t h e  " f r a c t i o n  o f  s u c c e s s "  p e r  
u n i t  o f  x h a s  t h e  d i m e n s i o n s  o f  1 / x .
Th e  s e c o n d - o r d e r  j o i n t  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f o r  
p a i r s  o f  v a l u e s  x ( t ^ )  a n d  x ( t 2 ) c a n  be d e s c r i b e d  by  a s u r ­
f a c e  s u c h  as  i n  F i g .  B . 7  w h i c h  s h o w s  t h e  j  o i n  t  p r o b a b  i I i t y  
dens_i_t_y_ p ( x ^ , X 2 ) w h e r e  t h e  a b b r e v i a t i o n s  x^ and  X 2  f o r  t h e  
x ( t ^ )  a n d  x ( 1 2 ) h a v e  b e e n  i n t r o d u c e d .  The  j o i n t  d e n s i t y  
h a s  t h e  p r o p e r t y  t h a t  t h e  f r a c t i o n  o f  e n s e m b l e  m e m b e r s  f o r  
w h i c h  x ( t  .j ) l i e s  b e t w e e n  x^ a n d  x^  + dx^  a n d  x ( t 2 ) l i e s  
b e t w e e n  X 2  a n d  X 2  + d x 2  i s  p ( x^ , x 2 ) d x ^ d x 2 .
P ( x 1 , x 2 )
F i g u r e  B . 7
S e c o n d - o r d e r  d e n s i t y  f u n c t i o n .  Th e  p r o b a b i l i t y  o f  
a s a m p l e  w i t h  x-| b e t w e e n  x-j  and  x^  + dx^  and  w i t h  
x 2  b e t w e e n  x 2 a n d  x 2 + d x 2 i s  p ( x  ^ , x 2 ) d x 1d x 2 .
L i k e  f i r s t - o r d e r  d e n s i t i e s ,  s e c o n d - o r d e r  d e n s i t i e s  
a r e  i n h e r e n t l y  p o s i t i v e  a n d  p r o b a b i l i t i e s  o f  m u t u a l l y  e x ­
c l u s i v e  e v e n t s  a r e  a d d i t i v e .  T h u s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  a
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r a n d o m  s a m p l e  o f  t h e  e n s e m b l e  w o u l d  h a v e  x^ a n d  l y i n g
i n  t h e  f o l l o w i n g  r a n g e s
a 1 <  x ] <  b 1
a 2 <  X 2 <  b 2
i s  . j u s t  t h e  sum o f  t h e  p r o b a b i  I i t i e s  o f  o c c u r r e n c e  i n  t h e
i n d i v i d u a l  e l e m e n t s  o f  a r e a  d x ^ d x 2  w h i c h  go  t o  ma k e  up t h e
i n t e g  r a  I
p ( x . |  , X 2 ) d x ^ d x ^
T h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  x  ^ i s  a n y  r e a l  n u m b e r  and  
t h a t  X 2  i s  a n y  r e a l  n u m b e r  i s  u n i t y ;  i . e . ,
00
f  9s  cr%
P ( x 1 , x 2 ^ d x 1 d x 2  = i ( B . 5 )
CO
w h i c h  i s  a n a l o g o u s  t o  Eq . ( B . 4 ) .
S e c o n d - o r d e r  j o i n t  p r o b a b i l i t i e s  i m p l y  a g r e a t  d e a l  
m o r e  i n f o r m a t i o n  t h a n  f i r s t - o r d e r  p r o b a b i l i t i e s .  I n p a r t i ­
c u l a r ,  t h e  f i r s t - o r d e r  d e n s i t i e s  p ( x ^ )  a n d  p ( x 2 ) a r e  o b t a i n e d  
f r o m  t h e  j o i n t  d e n s i t y  p ( X | ^ 2 ) by  i n t e g r a t i o n .
00
P ( X ) = p ( x  ,  X ) d x
1 /  \ ( B . 6)• OO
J.
OO
P ( X 2  ) = I p ( x , x ) dx
00
T h e  v a l i d i t y  o f  t h e  f i r s t  o f  E q s .  ( B . 6 )  f o l l o w s  
i m m e d i a t e l y  on m u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  by  d x j a n d  i n t e r ­
p r e t i n g  e a c h  s i d e  as  t h e  f r a c t i o n  o f  s a m p l e s  f o r  w h i c h  x^ 
l i e s  i n  t h e  i n t e r v a l  x^ + dx  ^ .
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T h i s  b r i e f  o u t l i n e  i n d i c a t e s  h o w,  i n p r i n c i p l e ,  i t  
i s  p o s s i b l e  t o  g i v e  c o m p l e t e  p r o b a b i l i s t i c  i n f o r m a t i o n  a b o u t  
a r a n d o m  p r o c e s s .  When f o r  t h e o r e t i c a l  r e a s o n s  s u c h  i n f o r ­
m a t i o n  i s  a v a i l a b l e  i t  i s  a s i m p l e  t a s k  t o  ca  I c u I  a t e s t a ­
t i s t i c a l  a v e r a g e s  f o r  t h e  p r o c e s s .  I n d e a l i n g  e x p e r i m e n t a l l y  
w i t h  a r a n d o m  p r o c e s s  t h e s e  s t a t i s t i c a l  a v e r a g e s  a r e  much 
s i m p l e r  t o  m e a s u r e  d i r e c t l y  t h a n  a r e  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i ­
b u t i o n s  w h i c h  u n d e r l i e  t h e m .
E n s e m b I e  A v e  r a g e s , Me a n a n d  A u t o c o r r e l a t i o n  ( 5 2 )
C o n s i d e r  a f i x e d  t i m e  t  = t  , and t h e  e n s e m b l e  o f
v a l u e s  x ( t  j ) o r  s i m p l y  x .  S u p p o s e  t h a t  w i t h  e a c h  s a m p l e
x we a s s o c i a t e  a v a l u e  g ( x )  w h e r e  g i s  a k n o wn  f u n c t i o n  
2
( s a y ,  x -  2 x ) .  We w i s h  t o  f i n d  t h e  a v e r a g e  o f  q ( x )  t a k e n  
a c r o s s  t h e  e n s e m b l e .
C o n s i d e r  f i r s t  t h e  e x p e r i m e n t a l  c a s e  w h e r e  n s a m p l e  
v a l u e s  x  ^ ( t  ) ,  f o r  , j = 1 , 2 , . . . , n , a r e  a v a i l a b l e .  U n d e r
t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h o s e  n s a m p l e s  a r e  a d e q u a t e l y  r e p r e ­
s e n t a t i v e  o f  t h e  p r o c e s s ,  t h e  a v e r a g e  o f  g a c r o s s  t h e  e n ­
s e m b l e  w o u l d  be s i m p l y  t h e  sum o f  t h e  g v a l u e s  d i v i d e d  by  
t h e  n u m b e r  o f  s a m p l e s :
n i 12 g ( x ) — ( B . 7 )
j  =  1
An a l t e r n a t i v e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  Eq.  ( B . 7 )  i s  t h a t  
i t  i s  a w e i g h t e d  sum o f  q v a l u e s  w h e r e  e a c h  w e i g h t i n g  f a c ­
t o r '  g i v e s  t h e  f r a c t i o n  o f  s a m p l e s  h a v i n g  t h a t  p a r t i c u l a r  
g v a l u e .
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T h e  s e c o n d  i n t e r p r e t a t i o n  j u s t  g i v e n  e x t e n d s  e a s i l y
t o  t h e  t h e o r e t i c a l  c a s e  i n  w h i c h  t h e r e  a r e  i n f i n i t e l y  many
s a m p l e s  wh o s e  d i s t r i b u t i o n  i s  d e s c r i b e d  by  t h e  f i r s t - o r d e r
p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  p ( x ) .  Th e  f r a c t i o n  o f  s a m p l e s  f o r
w h i c h  t h e  x v a l u e  l i e s  b e t w e e n  x a n d  x + dx  i s  p ( x ) d x .  The
c o n t i n u o u s  a n a l o g  o f  t h e  d i s c r e t e  a v e r a g e  Eq.  ( B . 7 )  i s  t h u s
oo
E ^ g ( x ) " |  = g ( x )  p ( x )  dx  ( B . 8 )
- C O
T h i s  e n s e m b l e  a v e r a g e  i s  c a l l e d  t h e  m a t h e m a t  i c a I  e x p e c t a -  
t  i_on o_f g j _ x j  and  t h e  o p e r a t o r  E i s  u s e d *  t o  d e n o t e  t h i s  
k i n d  o f  a v e r a g e .
When g ( x )  i s  s i m p l y  x i t s e l f ,  t h e  e n s e m b l e  a v e r a g e ,  
Eq .  ( B . 8 ) ,  b e c o me s
oo
E | x | — \ x p ( x ) d x  ( B . 9 )
• ' - o o
w h i c h  d e f i n e s  t h e  m e a n o f  x o r  t h e  e x p e c t ed  v a l u e  o f  x_ 
( r e c a l l  t h e  e x p e c t a t i o n  E ( N )  = 3 5 f o r  t h e  d i s c r e t e  c a s e  o f  
a s i x - s i d e d  u n i f o r m  d i e ) .
2




x p ( x ) d x  ( B . 1 0 )
■ 00
w h i c h  d e f i n e s  t h e  me a n  s q u a r e  v a l ue o f  x_. The  s q u a r e  r o o t  
o f  Eq .  ( B . 1 0 )  i s  c a l l e d  t h e  r o o t  mean  s q u a r e  v a l u e  o r  r ms 
v a l u e .
* T h e  n o t a t i o n  f o r  e n s e m b l e  a v e r a g e  i s  n o t  u n i f o r m  i n  l i t e r ­
a t u r e .  I n a d d i t i o n  t o  E ^ g ( x ) " j  o n e  f i n d s  g T x T  a n d  g ( x ) >  .
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An i m p o r t a n t  s t a t i s t i c a l  p a r a m e t e r  i s  t h e  v a r i a n c e
o_f x_. I t  i s  o b t a i n e d  f r o m  Eq .  ( B . 8 )  by s e t t i n g  g ( x )  =
2 2 
= ( x  -  E [ x ]  ) , i . e . ,  t h e  v a r i a n c e  a i s  t h e  e n s e m b l e  a v e r ­
a g e  o f  t h e  s q u a r e  o f  t h e  d e v i a t i o n  f r o m  t h e  me a n .
oo
a 2 = E £ ( x  -  E [ x ]  ) 2 ]  = j ( x  -  E [ x ]  ) 2 p ( x ) d x  ( B . 1 1 )
-  CO
The  s q u a r e  r o o t  o f  Eq .  ( B . 1 1 )  i s  c a l l e d  t h e  s t a  n -
dar_d d e v i a t i o n  a . An a l t e r n a t e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  v a r i a n c e
c a n  be o b t a i n e d  by  e v a l u a t i n g  t h e  i n t e g r a l  on t h e  r i g h t  o f
E q . ( B . 1 1 ) .  We o b t a i n
0 0  oo oo
a 2 = J x 2 p ( x ) d x  - 2 E ^ x~1 J x p ( x ) d x  + (E Q x "J ) 2 j p ( x ) d x
-<*> — oo J oo
= E [ x 2 ]  "  ( F ) 2 ( B . 12 )
on u s i n g  E q s .  ( B . 1 0 ) ,  ( B . 1 1 )  a n d  ( B . 4 ) .  Th e  r e s u l t  i s
Eq .  ( B . 1 2 )  w h i c h  r e l a t e s  t h e  v a r i a n c e  t o  t h e  mean s q u a r e  
a n d  t h e  me a n .  When t h e  mean i s  z e r o ,  t h e n  t h e  v a r i a n c e  i s  
i d e n t i c a l  w i t h  t h e  mean  s q u a r e .  When t h e r e  i s  a mean v a l u e ,  
t h i s  c a n  a l w a y s  be f o u n d  e a s i l y  e n o u g h  and  s u b t r a c t e d  f r o m  
t h e  t o t a l  s i g n a l :  i n  c o n s i d e r i n g  t h e  s t a t i s t i c s  o f  a r a n ­
dom p r o c e s s ,  t h e r e f o r e ,  i t  i s n o t  o n l y  s i m p l e r  b u t  a l s o  r e ­
a l i s t i c  t o  c o n s i d e r  o n l y  s i g n a l s  h a v i n g  z e r o  mean v a l u e .
S u p p o s e  t h a t  a s i g n a l  x ( t )  h a s  z e r o  mean  v a l u e :  
t h e n  i t  w i l l  g i v e  a r e c o r d  l i k e  t h a t  s h o wn  i n  F i g .  B . 8 ( a ) .
T h i s  w i l l  h a v e  a d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  p l o t  e x t e n d  i nq on 
b o t h  s i d e s  o f  t h e  o r i g i n ,  and  a p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  p l o t  
w i t h  i t s  c e n t r o i d  d i r e c t l y  a b o v e  t h e  o r i g i n  ( F i g .  B . 8 ( b ) 





P ( x  )
0
( c )
p ( X )
F i g u r e  B . 8
( a )  Random s i g n a l  w i t h  z e r o  mean v a l u e ,  ( b )  D i s t r i b u t i o n  
f u n c t i o n ,  ( c )  P r o b a b i l i t y  d e n s i t y .
To d e s c r i b e  c o m p l e t e l y  t h e  n a t u r e  o f  t h e  s p r e a d  o f  
x ( t )  on  e i t h e r  s i d e  o f  t h e  z e r o  l e v e l  w o u l d  r e q u i r e  t h e
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c o n s t r u c t i o n  o f  o n e  o f  t h e s e  t w o  p l o t s .  B u t  t h e  mean s q u a r e  
v a l u e  o f  x ( t ) , i . e . ,  E [ * ]  , d o e s  g i v e  an a p p r o x i m a t e  m e a ­
s u r e  o f  s p r e a d  o f  a d i s t r i b u t i o n - - i f  t h i s  i s  s m a l l  t h e  p ( x )  
c u r v e  h a s  a n a r r o w  p e a k  and  P ( x )  i s  s t e e p  n e a r  x = 0 .
A u t o c o r r e  I a t  i o n an_d_ C o v a r i  a n c e  ( 32 )
L e t  1' i  and  1 2  be t w o  f i x e d  v a l u e s  o f  t  a n d  u s e  t h e  
a b b r e v i a t i o n s  x 1 and  X 2  t o  d e n o t e  t h e  e n s e m b l e  o f  s a m p l e s  
x ( t |  ) a n d  x ( 1 2  ) ■ L e t  f ( x ) and  g ( x ) be k nown  f u n c t i o n s .
We w i s h  t o  o b t a i n  t h e  e n s e m b l e  a v e r a g e  o f  f ( x  ^ ) g ( x 2  ) •
C o n s i d e r  f i r s t  t h e  e x p e r i m e n t a l  c a s e  w h e r e  n s a m p l e  
f u n c t i o n s  x J ( t ) ,  j  = 1,  2 ,  . . . ,  n ,  a r e  a v a i l a b l e .  A t  t h e
f i x e d  t i m e s  t ^  and  t ^  t h e s e  p r o v i d e  n p a i r s  o f  v a l u e s  x ^ J 
a n d  x 2 ^ • U n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h o s e n  s a m p l e s  a r e  r e p ­
r e s e n t a t i v e  o f  t h e  p r o c e s s ,  t h e  a v e r a g e  o f  f ( x  ^ ) g ( x 2  ) w o u l d  
be s i m p l y
n ■ .
Z  f ( x , J ) q ( x „ J ) 1  ( B .  13). , 1 2  n
J = 1
w h i c h  c a n  be i n t e r p r e t e d  as  a w e i g h t e d  sum o f  f ( x j ) g ( x 2 ) 
v a l u e s  w h e r e  e a c h  w e i g h t i n g  f a c t o r  g i v e s  t h e  f r a c t i o n  o f  
s a m p l e s  h a v i n g  t h a t  p a r t i c u l a r  f  ( x ) g ( x ) v a l u e .  T h i s  i n ­
t e r p r e t a t i o n  p e r m i t s  e a s y  g e n e r a l i z a t i o n  t o  t h e  c o n t i n u o u s  
c a s e  w h e r e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  x  ^ and  X 2  i s  d e s c r i b e d  by 
t h e  s e c o n d  o r d e r  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  p ( x -j , x 2  ) • S i n c e  t h e  
f r a c t i o n  o f  s a m p l e s  f o r  w h i c h  x 1 l i e s  b e t w e e n  x  ^ and  x  ^ +
+ d x  ^ and  f o r  w h i c h  X 2  l i e s  b e t w e e n  X 2  and  X 2  + d x 2  i s  
p ( x ^ , x 2 ) d x ^ d x 2 > t h e  e n s e m b l e  a v e r a g e  o r  m a t h e m a t i c a l  e x ­
p e c t a t i o n  o f  t h e  p r o d u c t  f ( x ^ ) g ( x 2 ) i s
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oo
E [ f  ( x  1 ) g ( x 2 ) " ]  = f
oo
( x ^ ) g ( x 2 ) p ( x ^ , x 2 ) d x ^ d x 2  ( B . 1 4 )
When f ( x ^ )  = x  ^ and  q ( x 2 ) = x ^ i n  Eq .  ( B . 1 4 ) ,  t h e  r e s u l t i n g
a v e r a g e  E f x -]X 2 }  ' s c a I I ®d + he a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n .
00
E \ x ( t 1 ) x ( t ^ ) |  = | |  x 1 x 2  P ( x 1 ^ x 2 ) d x l d x 2  ( B . 1 5 )
ou
[ ( t l ) ( t 2 ) ]   ( f  >
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Th e  p r e f i x  a u t o  r e f e r s  t o  t h e  f a c t  t h a t  x ^ x 2  r e p ­
r e s e n t s  a p r o d u c t  o f  v a l u e s  on t h e  s a m e s a m p l e  a t  t w o  i n ­
s t a n t s .  F o r  f i x e d  t   ^ and  1 2 t h i s  a v e r a g e  i s  s i m p l y  a c o n ­
s t a n t ;  h o w e v e r ,  i n  s u b s e q u e n t  a p p l i c a t i o n s  t   ^ and  1 2  w i l l  
be p e r m i t t e d  t o  v a r y  and  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  w i l l ,  
i n  g e n e r a l ,  be a f u n c t i o n  o f  b o t h  t   ^ and  1 2 . I n an i m p o r ­
t a n t  s p e c i a l  c a s e ,  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  i s  a f u n c ­
t i o n  o n l y  o f  x  = t   ^ -  1 2  •
A r e l a t e d  a v e r a g e ,  t h e  c o v a r i a n c e  , i s  o b t a i n e d  by 
a v e r a q i n n  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  d e v i a t i o n s  f r o m  t h e  me a n s  a t  
t w o  i n s t a n t s .  T h u s  we s e t  f  ( x -j ) = x-| -  E [  x ^  a n d  g ( x 2  ) =
= X 2  -  E [ X 2 I  i n  Eq .  ( B . 1 4 )  t o  o b t a i n
E [ ( x ,  -  E [ x , ]  > < x 2 -  F [ x 2 ]  ) ]  =
( x  1 -  E [ x  ]  ^ x 2 "  ^ [ x 2 l ) p ( x ^ , X 2 ) d x ^ d x 2
t o o l  ■ E t o l  - [ x21
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as  t h e  c o v a r i a n c e .  N o t e  t h a t  when  x  ^ a n d  x h o v e  z e r o  me a n ,  
t h e  c o v a r i a n c e  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n .  Borne 
a p p r e c i a t i o n  o f  t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  c o v a r i a n c e  c a n  be 
had  by c o n s i d e r i n g  t h e  " n o r m a l i z e d "  f o r m  o f  t h e  c o v a r i a n c e  
w h i c h  i s  o b t a i n e d  by  d i v i d i n g  E q . ( B . 1 6 )  by +h e  P r ° d u c t
o f  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n s  o f  x^ and  . I t  c a n  be s h o wn  
t h a t  t h e  n o r m a l i z e d  c o v a r i a n c e  a l w a y s  l i e s  b e t w e e n  -1 and  
+ 1 f o r  a n y  p o s s i b l e  d i s t r i b u t i o n  o f  a n d  I f  on
e v e r y  s a m p l e  ( x  ^ -  E ) / a ^  i s  e x a c t l y  e q u a l  t o
( x 2  -  E £ * 2 "] ^ / c ^ f h e n  ^ e n o r m a l i z e d  c o v a r i a n c e  i s  u n i t y ,  
w h i l e  i f  ( x 1 -  E [ X ] l  ) / 0 |  i s  e q u a l  t o  - ( X 2  _ E [ x 2 "l) /c?2
on  e v e r y  s a m p l e ,  t h e n  t h e  n o r m a l i z e d  c o v a r i a n c e  i s  - 1 .  I n 
t h e s e  c a s e s ,  we s p e a k  o f  10 0% c o r r e l a t i o n , p o s i t i v e  o r  neg 
t i v e .  I f ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  f o r  a n y  s u b - e n s e m b l e  w i t h  a 
c e r t a i n  r a n g e  o f  x  ^ v a l u e s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e s  o f  
( x 2 -  E [ x 2l  ) / o 2 a r e  d i s t r i b u t e d  b o t h  p o s i t i v e l y  and  n e g a  
t i v e l y  w i t h  z e r o  mean t h e  c o v a r i a n c e  w i l l  be z e r o  and  we 
s a y  t h a t  x-| a n d  x 2 a r e  u n c o  r  r  e I a t  e d .
When t   ^ = 1 2 , t h e  c o v a r i a n c e ,  Eq .  ( F 3 . 1 6 ) ,  b e c o m e s
i d e n t i c a l  w i t h  t h e  v a r i a n c e ,  Eq .  ( B . 1 1 ) ,  and  t h e  a u t o c o r ­
r e l a t i o n ,  Eq .  ( B . 1 5 ) ,  b e c o me s  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  mean 
s q u a r e ,  Eq .  ( B . 1 0 ) .
TJl®. S t a t i o n a r y a_n_d E r g o d  i c A s s u m p t  i o n s  ,
T e rn p o r a  I A v e r a g e s ( 3_2_)
A r a n d o m  p r o c e s s  i s  an i n f i n i t e  e n s e m b l e  o f  s a m p l e  
f u n c t i o n s  d e s c r i b e d  by  a s e t  o f  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s ;  
e . g . ,  by t h e  f i r s t - o r d e r  d e n s i t y  p £ x ( t   ^ ) J , t h e  s e c o n d -  
o r d e r  d e n s i t y  p ^ x ( t ^ ) , x ( t  )"]  , e t c .  I n t h e  f o r e g o i n g  s e c
t i o n s ,  t h e s e  d i s t r i b u t i o n s  and  c e r t a i n  a v e r a g e  p r o p e r t i e s  
o f  t h e s e  d i s t r i b u t i o n s  h a v e  b e e n  e x a m i n e d  f o r  f i x e d  i n ­
s t a n t s  t  j , 1 2 , . . . .  We t u r n  now t o  t h e  q u e s t i o n  o f  how
t h e s e  v a r y  when  t   ^ , 1 2 , ■ ■ • , a r e  a s s u me d  t o  v a r y .
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A t  t h i s  p o i n t  we ma k e  a m a j o r  s i m p l i f i c a t i o n .  We 
a s s u me  t h a t  t h e  r a n d o m  p r o c e s s e s  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  b e ­
l o n g  t o  a s p e c i a l  c l a s s  k n o wn  as  s t a t i o n a r y  p r o c e s s e s .  T h i s  
i s  s o m e w h a t  a n a l o g o u s  t o  t h e  a s s u m p t i o n  o f  s t e a d y  s t a t e  
f o r c e d  v i b r a t i o n  i n  o r d i n a r y  v i b r a t i o n .  N e i t h e r  a s s u m p t i o n  
i s  s t r i c t l y  t r u e  i n  p r a c t i c e  b u t  b o t h  p r o v i d e  u s e f u l  e n ­
g i n e e r i n g  a n s w e r s  when  t h e y  a r e  s u i t a b l y  i n t e r p r e t e d .
A r a n d o m  p r o c e s s  i s  s a i d  t o  be s t a t  i o n a r y  i f  i t s
p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  a r e  i n v a r i a n t  u n d e r  a s h i f t  o f  
t h e  t i m e  s c a l e ;  i . e . ,  t h e  f a m i l y  o f  p r o b a b i l i t y  d e n s i t i e s  
a p p l i c a b l e  now a l s o  a p p l i e s  t e n  m i n u t e s  f r o m  n o w ,  o r  t h r e e  
w e e k s  f r o m  n o w .  I n p a r t i c u l a r ,  t h e  f i r s t - o r d e r  p r o b a b i l i t y  
d e n s i t y  p ( x )  b e c o m e s  a u n i v e r s a l  d i s t r i b u t i o n ,  i n d e p e n d e n t  
o f  t i m e .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  a l l  t r i e  a v e r a g e s  b a s e d  on p ( x )  
( e . g . ,  t h e  mean  E a n d  t h e  v a r i a n c e  o  ) a r e  c o n s t a n t s ,
i n d e p e n d e n t  o f  t i m e .  I f  t h e  s e c o n d - o r d e r  p r o b a b i l i t y  d e n ­
s i t y  p ( x ^ , x ^ )  i s  t o  be i n v a r i a n t  u n d e r  a t r a n s l a t i o n  o f  
t h e  t i m e  s c a l e ,  t h e n  i t  m u s t  be a f u n c t i o n  o n l y  o f  t h e  l a g  
b e t w e e n  t   ^ and  1 2  a n d  n o t  a f u n c t i o n  o f  t ^  o r  t 2  i n d i v i d u ­
a l l y .  S e t t i n g  1 2  -  t   ^ = x  , we c a n  w r i t e  t h e  s e c o n d - o r d e r
d e n s i t y  o f  a s t a t i o n a r y  p r o c e s s  as  p ( t , t + x )  a n d  k now t h a t  
i t  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  a u t o c o r r e l a ­
t i o n  f u n c t i o n  i s  a l s o  o n l y  a f u n c t i o n  o f  x .
E = E [ x  ( t  ) x  ( t + x ) " ]  -  R ( x ) ( 13 . 17 )
We w i l l  a l w a y s  u s e  t h e  n o t a t i o n  R ( x ) t o  d e n o t  e t h e  
a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  a s t a t i o n a r y  r a n d o m p r o c e s s .
When m o r e  t h a n  o n e  r a n d o m  p r o c e s s  i s  i n v o l v e d ,  s u b s c r i p t s
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w i l l  be u s e d  t o  i d e n t i f y  e a c h  p r o c e s s  ( e . g . ,  R ( x  ) and
R ( x )  i f  x a n d  y a r e  d i f f e r e n t  s t a t i o n a r y  p r o c e s s e s ) .
N o t e  t h a t  R ( 0 )  r e d u c e s  t o  t h e  mean s q u a r e  E [ x ^ ]  .
I n c a s e  x h a s  z e r o  me a n ,  E £ x "] = 0 ,  t h e n  t h e  mean s q u a r e
2
i s  i d e n t i c a l  w i t h  t h e  v a r i a n c e  a n d  R ( 0 )  = a  .
I t  i s  p o s s i b l e  t o  p a r t i a l l y  v e r i f y  t h e  s t a t i o n a r y  
a s s u m p t i o n  e x p e r i m e n t a l l y  by  o b t a i n i n g  a l a r g e  f a m i l y  o f  
s a m p l e  f u n c t i o n s  and  t h e n  c a l c u l a t i n g  a v e r a g e s ,  s u c h  as  
t h e  mean and  a u t o c o r r e l a t i o n ,  f o r  many  d i f f e r e n t  t i m e s .
I f  t h e  s t a t i o n a r y  h y p o t h e s i s  i s  w a r r a n t e d ,  t h e r e  s h o u l d  be 
s u b s t a n t i a l  a g r e e m e n t  among t h e  r e s u l t s  a t  d i f f e r e n t  t i m e s .
F o r  a p r o c e s s  t o  be s t r i c t l y  s t a t i o n a r y ,  i t  c a n
h a v e  no  b e g i n n i n g  and  no e n d .  Eac h  s a m p l e  m u s t  e x t e n d  f r o m
t  = -  oo t o  t  = c o  . M o s t  r e a l  p r o c e s s e s  d o ,  i n  f a c t ,  s t a r t  
a n d  s t o p ,  a n d  t h u s  c a n n o t  be t r u l y  s t a t i o n a r y .  The  n o n s t a -  
t i o n a r y  e f f e c t s  a s s o c i a t e d  w i t h  s t a r t i n g  and  s t o p p i n g  a r e  
o f t e n  n e g l e c t e d  i n  p r a c t i c e  i f  t h e  p e r i o d  o f  s t a t i o n a r y  o p ­
e r a t i o n  i s  l o n g  c o m p a r e d  w i t h  t h e  s t a r t i n g  and  s t o p p i n g  
i n t e r v a l s .  I f  c h a n g e s  i n  t h e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  a 
p r o c e s s  o c c u r  s l o w l y  w i t h  t i m e ,  i t  i s  s o m e t i m e s  p o s s i b l e  
t o  s u b d i v i d e  t h e  p r o c e s s  i n  t i m e  i n t o  s e v e r a l  p r o c e s s e s  o f  
s h o r t e r  d u r a t i o n ,  e a c h  o f  w h i c h  may be c o n s i d e r e d  as  r e a ­
s o n a b l y  s t a t i o n a r y .
T e m p o r a l  A v e r a g e s  
A l l  o f  t h e  a v e r a g e s  d i s c u s s e d  so f a r  h a v e  b e e n  e n ­
s e m b l e  a v e r a g e s .  To e v a l u a t e  t h e m  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  h a v e  
i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e
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s a m p l e s  o r  a t  l e a s t  a l a r g e  n u m b e r  o f  i n d i v i d u a l  s a m p l e s .  
G i v e n  a s i n g l e  s a m p l e  x-J o f  d u r a t i o n  T ,  i t  i s ,  h o w e v e r ,  
p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a v e r a g e s  by  a v e r a g i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  
t i m e  a l o n g  t h e  samp I e . Suc h  an a v e r a g e  i s  c a l l e d  a t e m ­
p o r a l  a v e r a g e  i n  c o n t r a s t  t o  t h e  e n s e m b l e  o r  s t a t i s t i c a l  
a v e r a g e s  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y .
L e t  x J = f ( t ) be a f u n c t i o n  o f  t i m e  d e f i n e d  f r o m  
t  = - T / 2  t o  t  = T / 2 .  F o r  o u r  p u r p o s e s  i t  i s  w e l l  t o  t h i n k  
o f  f ( t )  as  r e p r e s e n t i n g  a p a r t i c u l a r  s a m p l e  o f  a r a n d o m  
p r o c e s s ,  a l t h o u g h  t h e  f o l l o w i n g  t e m p o r a l  a v e r a g e s  a p p l y  t o  
a n y  f u n c t i o n  f ( t )  and  h a v e  n o t h i n g  t o  do  w i t h  r a n d o m p r o ­
c e s s e s  p e r  s e .  The  t e m p o r a I  mean  o f  f ( t ) i s
f i n
< f > = |  ( f ( t  ) d t  ( B.  18)
- T / 2
and  t h e  tj®JrlP /Tr j J  mean  s q u a r e  i s
T / 2
<T f 2 >  = — (  f 2 ( t  ) d t  ( B . 19)
T
- T / 2
w h e r e  we h a v e  a d o p t e d  t h e  n o t a t i o n  <C f  >  f o r  t e m p o r a l  
me a n .  When f ( t )  i s  d e f i n e d  f o r  a l l  t i m e ,  t h e  a v e r a g e s ,  
Eq s .  ( B . 1 8 )  and  ( B . 1 9 )  a r e  e v a l u a t e d  by  c o n s i d e r i n g  t h e  
l i m i t s  as  T —► 0 0 .  F o r  s u c h  a f u n c t i o n ,  a t e m p o r a I  a u t o ­
c o r r e l a t i o n  f  u n c t  i on $ ( t ) c an  be d e f i n e d  as
T / 2
< M x )  = < .  f  ( t ) f  ( t +  x  ) "> = M m — (  f ( t ) f ( t + x ) d x
T - * o o  T J ' ( B . 2 0 )  
- T / 2
When f ( t ) i s  o n l y  d e f i n e d  f o r  a f i n i t e  i n t e r v a l ,  a s i m i l a r
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e x p r e s s i o n  c a n  be u t i l i z e d  b u t  c a r e  m u s t  be t a k e n  o f  e n d  
e f f e c t s  ( e . g . ,  t h e  i n t e g r a l  on t h e  r i g h t  o f  E q . ( B . 2 0 )  c a n
be u s e d  w i t h o u t  t h e  l i m i t  s i g n  p r o v i d e d  f ( t ) i s d e f i n e d  
f r o m  t  = T / 2  t o  t  = T / 2  + x ) .  Suc h  a f i n i t e  a v e r a g e  w o u l d
p r o b a b l y  o n l y  be u s e d  f o r  v a l u e s  o f  x  w h i c h  a r e  v e r y  s m a l I
c o m p a r e d  w i t h  T .  N o t e  t h a t  $ ( 0 )  r e d u c e s  t o  t h e  t e m p o r a l  
mean s q u a r e .
W i t h i n  t h e  s u b - c l a s s  o f  s t a t i o n a r y  r a n d o m  p r o c e s s e s  
t h e r e  e x i s t s  a f u r t h e r  s u b - c l a s s  k nown  as  e r g o d  i c p r o c e s s e s . 
An e r q o d i c  p r o c e s s  i s  o n e  f o r  w h i c h  e n s e m b l e  a v e r a g e s  a r e
e q u a l  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t e m p o r a l  a v e r a g e s  t a k e n  a l o n g
a n y  r e p r e s e n t a t i v e  s a m p l e  f u n c t i o n .  T h u s  f o r  an e r g o d i c  
p r o c e s s  x ( t )  w i t h  s a m p l e s  x  ^ , we h a v e
E f  x ]  = <  xJ >
( B . 2 1 )
R ( x  ) = 0  ( x  )
An e r q o d i c  p r o c e s s  i s  n e c e s s a r i l y  s t a t i o n a r y  s i n c e  
< x ^ >  i s  a c o n s t a n t  w h i l e  E ^ x ^ |  i s  g e n e r a l l y  a f u n c t i o n  
o f  t h e  t i m e  t  = t  a t  w h i c h  t h e  e n s e m b l e  a v e r a g e  i s  p e r ­
f o r m e d ,  e x c e p t  i n  t h e  c a s e  o f  a s t a t i o n a r y  p r o c e s s .  A r a n ­
dom p r o c e s s  c a n ,  h o w e v e r ,  be s t a t i o n a r y  w i t h o u t  b e i n g  e r ­
g o d i c .  Eac h  s a m p l e  o f  an e r g o d i c  p r o c e s s  m u s t  be c o m p l e t e l y  
r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  e n t i r e  p r o c e s s .
I t  i s  p o s s i b l e  t o  v e r i f y  e x p e r i m e n t a l l y  w h e t h e r  a 
p a r t i c u l a r  p r o c e s s  i s  o r  i s  n o t  e r q o d i c  by p r o c e s s i n g  a 
l a r g e  n u m b e r  o f  s a m p l e s ,  b u t  t h i s  i s  a v e r y  t i m e - c o n s u m i n g  
t a s k .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  a g r e a t  s i m p l i f i c a t i o n  r e s u l t s
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i f  i t  c a n  be a s s u m e d  a h e a d  o f  t i m e  t h a t  a p a r t i c u l a r  p r o ­
c e s s  i s  e r q o d i c .  A l l  s t a t i s t i c a l  i n f o r m a t i o n  c a n  be o b ­
t a i n e d  f r o m  a s i n q l e  s u f f i c i e n t l y  l o n g  s a m p l e .  I n s i t u a ­
t i o n s  w h e r e  s t a t i s t i c a l  e s t i m a t e s  a r e  d e s i r e d ,  b u t  o n l y  
o n e  s a m p l e  o f  a s t a t i o n a r y  p r o c e s s  i s  a v a i l a b l e ,  i t  i s  
common p r a c t i c e  t o  p r o c e e d  on t h e  ' ' a s s u m p t i o n "  t h a t  t h e  
p r o c e s s  i s  e r q o d i c .  T h e s e  i n i t i a l  e s t i m a t e s  c a n  t h e n  be 
r e v i s e d  when f u r t h e r  i n f o r m a t i o n  b e c o m e s  a v a i l a b l e .
No n s t a t  i o n a r y  R a n dom I n p u t  s and  Res pon s e s  ( J_1_)
I t  h a s  b e e n  f o u n d  u s e f u l  i n  t h e  t h e o r y  o f  s t o c h a s t i c  
p r o c e s s e s  t o  d i v i d e  s u c h  p r o c e s s e s  i n t o  t w o  b r o a d  c l a s s e s :  
s t a t i o n a r y  p r o c e s s e s  and  e v o l u t i o n a r y  o r  n o n s t a t i o n a r y  p r o ­
c e s s e s .  I n t u i t i v e l y ,  a s t a t i o n a r y  p r o c e s s  i s  o n e  w h o s e  
s t a t i s t i c s  do n o t  c h a n g e  w i t h  t i m e .  A n o n s t a t i o n a r y  p r o c e s s ,  
on t h e  o t h e r  h a n d ,  i s  a p r o c e s s  w h o s e  s t a t i s t i c s  e v o l v e  
i n  t i m e .  Suc h  p r o c e s s e s  a r e  n o t  i n  g e n e r a l  e r g o d i c ,  and  
t h e r e f o r e ,  t h e i r  s t a t i s t i c s  c a n n o t  be o b t a i n e d  f r o m  t h e  s t a ­
t i s t i c s  o f  a s i n g l e  r e c o r d  b u t  o n l y  f r o m  an e n s e m b l e  o f  
r e c o r d s .  S i n c e  t h e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  an e v o l u t i o n a r y  p r o ­
c e s s  r e q u i r e s  c o n s i d e r a b l y  m o r e  d a t a  t h a n  a s t a t i o n a r y  p r o ­
c e s s ,  i t  i s  n o t  s u r p r i s i n g  t h a t  m o s t  e n g i n e e r s  a r e  n o t  as 
f a m i l i a r  w i t h  e v o l u t i o n a r y  p r o c e s s e s  as  t h e y  a r e  w i t h  s t a ­
t i o n a r y  p r o c e s s e s .
Ma n y  p h y s i c a l  p r o c e s s e s  a r e  i n h e r e n t l y  n o n s t a t i o n a r y  
i n  c h a r a c t e r .  E x a m p l e s  i n  t h e  a r e a  o f  o c e a n  s t r u c t u r e s  i n ­
c l u d e  t h e  v i b r a t i o n s  o f  s u b m a r i n e  a n d  o t h e r  s h i p s '  h u l l s  
and  s u p e r s t r u c t u r e s  and  t h e  v i b r a t i o n  o f  s t r u c t u r a l  e l e m e n t s
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o f  o f f s h o r e  d r i l l i n q  s t r u c t u r e s  s u b j e c t  t o  r a n d o m  l o a d i n g s  
f r o m  o c e a n  w i n d s  and w a v e s .  E x a m p l e s  i n  t h e  a r e a  o f  r o c k ­
e t - b o o s t e d  v e h i c l e s  i n c l u d e  t h e  v i b r a t i o n a l  e n v i r o n m e n t  
o f  a v e h i c l e  d u r i n g  t a k e o f f ,  d u r i n g  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  m i s ­
s i l e  s t a g e  s e p a r a t i o n ,  and  d u r i n g  p e r i o d s  o f  r a p i d  d e c e l e r ­
a t i o n .  O t h e r  e x a m p l e s  o f  e v o l u t i o n a r y  p r o c e s s e s  i n c l u d e  
e a r t h q u a k e s ,  m o t i o n  o f  a c o n f u s e d  s e a ,  e x p l o s i o n s ,  s h o c k s ,  
and  o t h e r  t r a n s i e n t  p h e n o m e n a  t h a t  c a n  be d e s c r i b e d  o n l y  
s t a t  i s t  i c a I  I y .
The  p u r p o s e  o f  t h i s  s e c t i o n  i s  t o  p r o v i d e  t h e  
n e c e s s a r y  t h e o r y  t o  c a l c u l a t e  t h e  r e s p o n s e  o f  d i s c r e t e ,  
l i n e a r  t  i m e - i  nv a  r  i a n t  d y n a m i c  s y s t e m s  t o  n o n s t a t i o n a r y  
i n p u t s .  The  p r o b l e m s  o f  a c q u i r i n g  a n d  p r o c e s s i n g  t h e  n e c ­
e s s a r y  d a t a  t o  c h a r a c t e r i z e  t h e  i n p u t  p r o c e s s  w i l l  n o t  be 
d i s c u s s e d  h e r e ;  i t  w i l l  be a s s u m e d  t h r o u g h o u t  t h a t  t h i s  
i n f o r m a t i o n  i s  a l r e a d y  a v a i l a b l e .
One a p p r o a c h  t o  t h e  p r o b l e m  o f  d e v e l o p i n g  m a t h e m a t ­
i c a l  m o d e l s  f o r  p h y s i c a l  p h e n o m e n a  e v o l v i n g  i n  a p r o b a b i l ­
i s t i c  m a n n e r  i s  t o  c h a r a c t e r i z e  s u c h  p r o c e s s e s  i n  t e r m s  o f  
t h e  b e h a v i o r  o f  t h e i r  mean a n d  c o v a r i a n c e .
The  p r o b a b i l i t y  l aw f o r  a p r o c e s s  c a n n o t  i n  g e n e r a l  
be d e t e r m i n e d  f r o m  a k n o w l e d g e  o f  t h e  mean a n d  c o v a r i a n c e  
f o r  t h e  p r o c e s s  u n l e s s  t h e  f u n c t i o n a l  f o r m  o f  t h e  p r o b a b i l ­
i t y  l aw i s  k n o wn  up t o  s e v e r a l  u n s p e c i f i e d  p a r a m e t e r s  w h i c h  
a r e  s i m p l y  r e l a t e d  t o  t h e  mean and  c o v a r i a n c e  o f  t h e  p r o ­
c e s s .  I f  a s t o c h a s t i c  v a r i a b l e  h a s  a n o r m a l  o r  G a u s s i a n  
d i s t r i b u t i o n ,  t h e n  i t s  mean  and  c o v a r i a n c e  s e r v e  t o
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c h a r a c t e r i z e  t h e  v a r i a b l e  c o m p l e t e l y .  I n t h e  g e n e r a l
c a s e  i n  w h i c h  t h e  p r o b a b i l i t y  l aw i s  u n k n o w n ,  t h e  mean
a n d  c o v a r i a n c e  s t i l l  s e r v e  t o  g i v e  a r o u g h  d e s c r i p t i o n
o f  t h e  p r o b a b i l i t y  l a w .
I n t h e  f o l l o w i n g  a n a l y s i s  i t  w i l l  be a s s u me d  t h a t
t h e  i n p u t  p r o c e s s  £ z ( t p o s s e s s e s  a c o n t i n u o u s  mean
v a l u e  f u n c t i o n  m ( t . )  a n d  c o v a r i a n c e  k e r n e l  K ( t . , t „ )z I z z 1 2
d e f i n e d  f o r  a l l  t   ^ a n d  t  , w h e r e
m ( t  ) = E T z ( t  )*1 ( B . 2 2 )
z 1 V. i J
Kz z ( + 1 ’ t 2 ) = C° V I Z(  + 1 } ’ Z ( f 2 ^
= E | ^ ^ z ( t | ) - m z ( t | ) ^ -  z ( t 2 ) ~ m z ( t 2
( B . 2 3 )
Re s p o n  se  o_f_ S i ng I e - D e g r e e - o f - F r e e d o m  S y s t e m
X2. a- Non s t a t i o n a r y I n p u t  ( 3 5 )
C o n s i d e r  t h e  r e s p o n s e  o f  a s i n g  I e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  
l i n e a r  s y s t e m  t o  a G a u s s i a n  s t o c h a s t i c  i n p u t  f ( t ) ,  w h i c h  
i s  a m e m b e r  o f  a s t o c h a s t i c  p r o c e s s  ■ ^ f ( t ) " | '  :
mx + 3x  + kx  = f ( t ) ,  t  >  t
( B . 2 4 )
L e t
t h e n
co2 = k / m ;  p / m  = 2co £ ;  = z ( t )  ( B . 2 5 )n n m
x + 2co £x  + go x = z ( t ) ,  t  > t  ( B . 2 6 )n n o
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T h u s  t h e  r e s p o n s e ,  i n  mean  s q u a r e  i s  g i v e n  by
t
x ( + )  = a x . ( t - t  ) + b x _ ( t - t  ) + C g ( + - T ) z ( x ) d T
1 o 2 o )
+ o
+ "  + o
x ( t )  = a x .  ( t - t  ) + - b x „ ( t - t  ) + (  g ( E ) z ( t - g ) d ^1 o 2 o \
0
o r
( B . 2 7 )
w h e r e
~ £ “ n+ ^ COn .x ( t )  = e ( c o s  co,  t  + ----------s i n  co,  t )
1 d n  cod n  dn
-Ccon t
x _ ( t ) =   s i n co t
2 co d n
dn
( B . 2 8 )
g ( t ) = x ( + )
« dn = <*>n . P - S  , 0 <  C <  1
We s h a l l  c o n s i d e r  o n l y  t h e  o s c i l l a t o r y  c a s e  £ <  1.
S t o c h a s t  i c A v e r a g e  o_f_ x ( t  ) . T h e  mean  m ( t ) o f  
t h e  o u t p u t  p r o c e s s  i s  o b t a i n e d  by  a v e r a g i n g  a c r o s s  t h e  
e n s e m b l e
m ( t  ) = E ^ " x ( t ) J ( B . 2 9 )
T h u s ,
m ( t )  = a x . ( t - t  ) + b x „ ( t - t  ) + \  g ( t - x ) m  ( x ) d i  ( B . 3 0 )x 1 o 2 o I zj
o r




We n o t e  i n  p a s s i n g  t h a t  f o r  a s y s t e m  w i t h  i n f i n i t e  o p e r a t i n g
t  i me ( t  = - OO) ,
CO
mx ( + )  = \  g ( E ) mz ( t - ^ ) dE ( B . 3 2 )I
C o v a  r  i an c e Kx x ( t ^ , t 2 ) o_f_ x ( t ) . T h e  c o v a r i a n c e  k e r ­
n e l  f o r  t h e  o u t p u t  p r o c e s s  i s  e a s i l y  c o m p u t e d  a s  f o l l o w s :
Kx x ( + 1 • + 2 ) = E I ' x ( t ,  )--tnw ( t ,  x ( t 0 ) - m ^ ( t 0 ) \ l  ( B . 33 )
+ 1 + 2 r
S  d T l  ^  d T 2 9  ( ^ 1 _T 1 ) 9  ( t 2 - T 2  ) E { z ( T 1 ) _mz ( T 1 ^
+ °  + o
{ Z ( T 2 ) - n , z ( T 2 ) } j ( B . 3 4  )
J "  d x 1 J ” d T ^  g ( t 1 - T ^ ) g ( t 2 ~ T 2 ) K z z ( x l , T 2 ) ( B . 3 5 )
o r
t  to o
t , -  + t „ ~ to ^ 2  o
k x x ( + ] , + 2 ) = \  j  d E2 g ( g i ) g ( E 2 ) K z z ( V E r t 2 - E 2 )
•o 0
( B . 3 6 )
2 2 The  V a r  i a n c e  ctx ( t  ) oj ^  x ( t  ) . T h e  v a r i a n c e  a  ( t )  o f
t h e  o u t p u t  p r o c e s s  i s  o b t a i n e d  by  s e t t i n g  t ^  = t  = t  i n
t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c o v a r i a n c e  k e r n e l :
- t  t - t
2  a o f  o
a  ( t )  = K ( t ,  t )  = ) d E . J d E „ g ( E . ) g ( E  )K ( t - E , , + ■
x x x  J  1 J  2 1 2 z z 1
0  0  
( B . 3 7 )




a  ( t )x d £ 2  g ( ^ 1 ) g ( S 2 ) K z z ( + - E 1 , + - £ 2 ) ( B . 3 8  )
0 0
P r o  b a b i I i t  y De n s i t y  F u n c t i o n s  p ( x ) f o r  x_(Jg)_. I f
t h e  i n p u t  p r o c e s s  t o  a l i n e a r  s y s t e m  i s  n o r m a l  o r  G a u s s i a n ,  
t h e n  t h e  o u t p u t  p r o c e s s  i s  a l s o  n o r m a l  o r  G a u s s i a n .  H e n c e ,  
t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  x l i e s  i n t h e  i n t e r v a l  x t o  x + dx 
a t  t i m e  t  i s  g i v e n  by
w h e r e  p ( x )  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  f u n c t i o n  o f  x and 
a  ( t )  a n d  m ( t )  a r e  g i v e n  by E q s .  ( B . 3 7 )  a n d  ( B . 3 2 ) ,  r e -
X X
s p e c t i v e l y .
P r o b a b i  I i t y  ogf_ L a r g e  De v i a t i o n s f  r o m t h e  Mean . I f  
t h e  s t o c h a s t i c  v a r i a b l e  x ( t )  i s  t h e  s t r e s s  i n  a s t r u c t u r e ,  
t h e n  i t  i s  n o t  s u f f i c i e n t  t o  k now t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  
s t r e s s .  F o r  s a f e t y  we s h a l I  a l s o  be i n t e r e s t e r  t o  k now t h e  
p r o b a b i l i t y  o f  o c c u r r e n c e  o f  s t r e s s e s  e x c e e d i n g  t h e  s p e c i ­
f i e d  w o r k i n g  s t r e s s  o f  t h e  m a t e r i a l  o f  t h e  s t r u c t u r e .
p ( x ) d x
I f  x ( t )  i 5 G a u s s i a n ,  t h e n
>  k a ^ ( t )] +
+
( 2 tx ) 2 a
x
( 3 . 4 0 )
( 1 -  e r f
k ( B . 4 1 )
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w h e r e  e r f  i s  t h e  e r r o r  f u n c t i o n .
A p p l i c a t i o n  o f  F o u r i e r  T r a n s f o r m s  
To N o n s t a t i o n a r y  P r o c e s s e s  
F o u r i e r  t r a n s f o r m s  p l a y  a c e n t r a l  r o l e  i n  t h e  a n ­
a l y s i s  o f  s t a t i o n a r y  r a n d o m v a r i a b l e s  r e l a t i n g  t h e  a u t o ­
c o v a r i a n c e  t o  t h e  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  a n d  v i c e  v e r s a ,  
k
L e t  x ( t )  be a me mb e r  o f  a r e a l - v a l u e d  n o n s t a t i o n ­
a r y  r a n d o m  p r o c e s s  ( k x ( t  ) |  d e f i n e d  f o r  -  OO <  t  <  OO . D e f i n e
1 + 1 +)
k k
x ( t  ) = x ( t  ) ,
T
( B . 4 2 )
= 0 , e l s e w h e r e
r  k i  —
F o r  s i m p l i c i t y ,  we s h a l l  a s s u me  t h a t  E x ( t ) l  — 0 .  L e t
oo
k (  k “  ' 2 rcf  t
A ( f  , ' x )  = x ( t  ) e d t  ( B . 4 3 )
T Jco T
W i t h  t h e  u s e  o f  E q s .  ( B . 4 2 )
k f  k - i 2 u f  t
A ( f  , x )  = J x ( t  ) e d t  ( B . 4 4 )
- T
U s i n g  t h e  F o u r i e r  i n v e r s i o n  t h e o r e m  g i v e s
.  oo
k C 1 +
x ( t ) = A ( f , k x ) e  d f  ( B . 4 5 )
T J  T
-  oo
S i n c e  x ( t )  i s  a r e a l  v a r i a b l e ,  i t  i s  e q u a l  t o  i t s  c o m -
k *p l e x  c o n j u g a t e  x ( t )  and
T
OO
k (  *  k ~ i 2 T l f t




H e n c e ,
OO oo
k x ( t  ) k x ( t  ) = f " A*  ( f  , k x ) e  U 1 1d f  T a  ( f  , k x ) e  2  2 d f  
T 1 T 2  J  T 1 1 T 2 2
/ o o
( B . 4 7 )
T h u s ,
T k x ( t  ) , k x ( +  )1 = E Fk x ( t  >k x ( t  )1
L T 1 T 2  J [ T 1 T 2  J
Cov  | _ ( t a ,  _ m | | \ ( < ) \ ( t J |  = K ( + 1 ' t 2 ’ T)
( B . 4 8 )  
and oo
r  *  k k 1  - i 2 u ( f , + - f  + )
K ( + , + , T ) = I I E I A ( f  , x ) A ( f  , x )|e 1 1  2 ^
x x 1 ' 2 ' J l  [  T 1'  T 2 '  J  u f 1d f 2
, oo
( B . 4 9 )
Th e  c o v a r i a n c e  o f  T h e  p r o c e s s ]  x ( + ) f  i s  g i v e n  by
K ( i  , t  ) = I i m K ( t  , + , T ) 
x x  1 2  x x  1 2
° °  -  i 2 tx ( f  , t r f o t 7 )
5 ( f  f ? ) e d f  d f
x x  1 z
' ° °  ( B . 50 )
w h e r e
[ V V k x ) A T < f 2 , k x » ]S ( f , , f „ )  = I i m  E I AT ( f  , x )  ( f  , x ) I ( B . 5 1 )  x x  1 2  i i i  _ i
T - * o o
T h e  q u a n t i t y  S ( f ^ , f 2  ^ i s  c a l l e d  t h e  g e n e r a l i z e d  p o w e r  
s p e c t r a l  d e n s i t y  f u n c t i o n  f o r  t h e  r a n d o m  p r o c e s s  ^ ^ x ( t  .
A p p l y i n g  t h e  F o u r i e r  i n v e r s i o n  t h e o r e m  t o  Eq.  ( B . 5 0 )
y i e l d s
( V  i 2 tx ( f t  - f  t  )
S ( f  . , f „ )  = \ \  K ( t . , t „ ) e d t . d t 9 ( D . 5 2 )x x  1 2  1 1  x x  1 2  1 2
2 oo
E q u a t i o n s  ( B . 5 0 )  a n d  ( B . 5 2 )  may  be r e w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  
t h e  c i r c u l a r  f r e q u e n c y  oo = 2 n f .  L e t
s o  t h a t  a
1 >“ 2 > = ^  Sx x < f l " f 2 > < B - 5 4 )
S u b s t i t u t i n g  E q s .  ( B . 5 3 )  a n d  ( B . 5 4 )  i n t o  E q s .  ( B . 5 0 )  and  
( B . 5 2 )  y i e l d s
c
£ ■■ ' ( “ 1 + 1 “ C0 2 + 2 )
00
kx x (t1’ + 2 } = 11 ^ (“ l'u 2 )e ' dWldo)2
2
-  CO
’ ( B .  55 )
00
i ( co 1 1 ” 00 o "t* o ^
-  ( c o ^ c o . )  = \ \  K ( t  , + ) e 1 1  1 1 d t  d +
x x  1 2  4 tx J  J _ a o x x  1 2
The  p a i r  o f  E q s .  ( B . 5 5 )  may  be r e g a r d e d  as  t h e  g e n e r a l i z a ­
t i o n  o f  t h e  W i e n e r - K h i n c h i n e  r e l a t i o n s .
R e s p o n s e  o f  L i n e a r  Sy s t e m s  t o  N o n s t a t i o n a r y  J_n_-
p u t s  . (3^5) L e t  us now c a l c u l a t e  t h e  r e s p o n s e  y ( t )  o f  a
l i n e a r  s y s t e m  w i t h  i n f i n i t e  o p e r a t i n g  t i m e  t o  a n o n s t a -
k k
t i o n a r y  r a n d o m i n p u t  x ( t ) ,  w h e r e  x ( t )  i s  a me mb e r  o f  a
{ kx( + )} •s t o c h a s t i c  p r o c e s s  j  x ( t ) f  . D e f i n e
k x = k x ( t ) ,  l + l < T
r >  ( B . 56 )
= 0 , e l s e w h e  r e
Th e  o u t p u t  y^_ d u e  t o  t h i s  i n p u t  i s  d e t e r m i n e d  by
1 6 7
s o  t h a t  oo
y ( t )  = I g ( £ )  x  ( t - F J d F  ( B . 5 8 )
T J  T
0
w h e r e  g ( E;) i s  t h e  i m p u l s e  r e s p o n s e  o f  L.  F o u r i e r  t r a n s ­
f o r m i n g  b o t h  s i d e s  o f  Eg .  ( B . 5 8 )  g i v e s
oo
k ( k -  i 2 -ref t
B_^_ ( f  , y )  = J + d t
w h e r e
= G ( f ) A ( f  , k x )  ( B . 5 9 )
T
co
-  i  2 t t  f  t




k f  -  i 2 -ref t
A ( f , x )  = j  x ( t  ) e d t  ( B . 6 1  )
T T
I f  Eq .  ( B . 5 9 )  i s  m u l t i p l i e d  by  i t s  c o m p l e x  c o n j u g a t e ,
B * ( f , k y ) B  ( f  k y )  = G * ( f . ) G ( f 7 ) A * ( f  k x ) A ( f ? , k x )  ( B . 6 2 )
T 1 T z T T
Ck ]
t h e  g e n e r a l i z e d  p o w e r  s p e c t r u m  o f  t h e  r a n d o m  p r o c e s s !  y ( t ) f
is r  k -j
5  ( f 1 , f 2 ) = I i m E I B*  ( f  1 , y ) B  ( f 2 , y )J ( B . 6 3 )
y y T- rQO 1 1
W i t h  t h e  u s e  o f  Eq .  ( B . 6 2 ) ,  E q . ( B . 6 3 )  b e c o me s
f  A * ( f  , k x ) A  ( f  , k x ) lL r 1 T  2  JS ( f  , f  ) = G * ( f  ) G ( f  ) l i m  E |  y y 1 2  1 2  T *
( B . 6 4  )
s o  t h a t
S ( f , f )  = G * ( f ) G ( f ) S  ( f . , f _ )  ( B . 6 5 )yy  1 2  1 2  x x  1 2
E q u a t i o n  ( B . 6 5 )  may  be r e g a r d e d  a s  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f
t h e  f a m i l i a r  r e s u l t ,  Eq .  ( B . 6 6 ) ,  f o r  s t a t i o n a r y  p r o c e s s e s :
S ( f  ) = I G(  f  ) | 2  S ( f  ) ( B . 6 6 )
y y  | | x x
U s i n g  E q . ( B . 5 0 )  we h a v e
f f - i 2 - j t  ( f  1 1 1 -  f  ? t o  )
Ky y ( 1 1 ' 1 2 } = Sy y ( f 1 ’ f 2 ) e  d f 1 d f 2  ( B ' 6 7 )
'  J -  oo ,
[ k  1I n  p a r t i c u l a r ,  s i n c e  i t  was  a s s u m e d  t h a t  •( x f  had  z e r o
me a n ,  we h a v e
oo
.  j {  S,K ( t , t )  = E I "y"~ ( t ) J = \ |   ( f  . , f  ) e "  1 2  d f . d f „y y  J  J  y y  1 2  1 2
!  oo
-  i 2 T i t  ( f  -i -  f  o )
( B . 6 8  )
U s i n g  Eq .  ( B . 6 5 )  g i v e s  
. 00
E I y ~ ( t ) J -  \ \  G*  ( f ) G ( f  ) S ( f  f )e 1 2rc+ ( f 1“ f 2 ) d f d f „  
1 1  1 2  x x  1 2  1 2
( B . 6 9 )
rkv2 ,l . ff c
-  oo
Examp I e s
As an e x a m p l e  o f  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  i d e a s  d e ­
v e l o p e d ,  l e t  us  c o n s i d e r  a v e r y  s i m p l e  p r o b l e m :  t h a t  o f
c a l c u l a t i n g  t h e  r e s p o n s e  o f  a l i n e a r  d y n a m i c  s y s t e m  w i t h  
f i n i t e  o p e r a t i n g  t i m e  t o  a s t a t i o n a r y  r a n d o m  p r o c e s s  w i t h  
a g i v e n  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  f u n c t i o n  cp ( co) . T h o u g h  t h e  
i n p u t  i s  s t a t i o n a r y ,  t h e  o u t p u t  i s  n o n s t a t i o n a r y  by v i r t u e  
o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s y s t e m  h a s  a f i n i t e  o p e r a t i n g  t i m e .
C o n s i d e r  Eq .  ( B . 2 6 )  w i t h  t Q = 0 and  x ( 0 )  = x ( 0 )  = 0
t h e n
x + 2ton £x  + co2 x = z ( t ) 3 t  >  0 ( B . 7 0 )
w h e r e  z ( t )  i s  a me mb e r  f u n c t i o n  o f  a s t o c h a s t i c  p r o c e s s  
^ " z ( t ) j  w h i c h  i s  e r g o d i c ,  s t a t i o n a r y ,  w i t h  mean  z e r o ,  and
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h a s  p o w e r  s p e c t r a l  d e n s i t y  f u n c t i o n  cp(co) .
S t o c h a s t  i c A v e r a g e  o_f_ x.(_t_)_. U s i n g  Eq .  ( B . 3 2 )  and
t h e  f a c t  t h a t  x ( 0 ) = x ( 0 ) = m ( t )  = 0 , we s e e  t h a t
t
mx ( t )  = ^  g ( t - x ) mz ( t ) d x  = 0  ( B . 7 1 )
0
V a r  i a n c e  o_f_ x_(_t_) . U s i n g  Eq .  ( B . 3 7 )  we s e e  t h a t  
t  t
a 2 ( t )  = K ( t )  = f  d E , f  dF g ( £ 1 ) g ( g 7 ) K ( t - E  t - E 7 )x XX J 1 J 2 1 2 z z I 2
0  0
( B . 7 2 )
S i n c e  £ z ( t ) |  i s  s t a t i o n a r y ,  ^ ( t  ~E  ^ , t ~ E 2  ) = Rz z (' ^ i _ ^ 2 ^ ’
f u r t h e r ,  ^ Z Z ^ 1 " ^ 2  ^ ' s r e l a ’*"e ^ ^ h e  p o w e r  s p e c t r a l  d e n ­
s i t y  f u n c t i o n  cp(co) by  t h e  W i e n e r  -  K h i n c h i n e r e l a t i o n
oo
R ^  ( E 1 ~ E a ) = ) ( p ( co) cos  co( E -  E )dco ( B . 7 3 )z z  •’  1 ^ 2  y  1 2
0
J
w h e r e  i t  i s  a s s u me d  t h a t  cp( co) i s  s u c h  t h a t  
oo
(p (co ) d o  <  OO ( B . 74 )
0
I n s e r t i n g  Eq .  ( B . 7 3 )  i n t o  Eq.  ( B . 7 2 ) ,  we h a v e
t  t  oo
a  ( t )  = f d E  i  d E 9  ( E ) g ( E ) (  cd ( c o ) c o s  co ( E ~ E ) dco ( B . 7 5 )  
x J  ^1 J  2 1 2 )  ‘ 1 2
0  0  0
S i n c e  t h e  i n t e g r a l s  i n v o l v e d  i n  Eq .  ( B . 7 5 )  a r e  c o n v e r g e n t ,  
t h e  o r d e r  o f  i n t e g r a t i o n  may be r e v e r s e d .  W i t h  t h e  u s e  o f  
Eq .  ( B . 2 8 ) ,  Eq.  ( B . 7 5 )  may be w r i t t e n
2  (  < p ( w )  ( f  _ C W n < E l + " 2 ) ■ c  • e
o x ( t )  = J  T —  l i e  “ d „ E l s , n  <0d n 2
n Wdn n
c o s  c o ( E i _ E 2 ^ E ] d E 2 (d<2) ( B . 76 )
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T h e  d o u b l e  i n t e g r a l  on t  o c c u r r i n g  i n  Eq .  ( B . 7 6 )  may  be 
e v a l u a t e d  a f t e r  some t e d i o u s  a l g e b r a ,  g i v i n g
/ "oo
I cp (co) dco| z (a>) | 1 + e - 2 “ n ^
2 o) n
1 + r  s i n  co , t  c o s  co t
codn dn dn
con £ t  ^
-  e ( 2 c o s  co. t  t  s i n  co,  t )  c o s  cotdn codn dn
u n ^ . 2  co
-  e co s i n  co, t  s i n  cot  +
2 2 2 
{a)n £ )  _cod n +“
dn dn
cod n
s i n  co , t  d n
( B . 7 7 )
w h e r e
z (to)
" 2  2 2 2 2 
Y ( t o) | = (co -co ) + ( 2axo^ £ ) ( B . 7 8 )
n n '
E q u a t i o n  ( B . 7 7 )  e x h i b i t s  some i n t e r e s t i n g  p r o p e r t i e s .  T h e y
a r e  :
( 1 ) As t  — *  0  ,
a  ( t ) ----- 0 , as  w o u l d  be e x p e c t e d .
( 2 ) As t  — ► o o ,
oO 
■ / !
(0 ( 0 3 ) (HCO
a x ( t  )  J  ---------— t h e  r e s u l t  w h i c h  w o u l d
0
z (co)
be p r e d i c t e d  f r o m  g e n e r a l i z e d  h a r m o n i c  a n a l y s i s  f o r  t h e  sy :  
t ern w i t h  i n f i n i t e  o p e r a t i n g  t i m e .
( 3 )  I f  cp(co) i s  s e t  e q u a l  t o  ( 2 D / n )  a n d  i n t e g r a l  o f  
E q . ( B . 7 8 )  i s  e v a l u a t e d  by  c o n t o u r  i n t e g r a t i o n ,  t h e n
1 7 1
2
a  ( t )x
- 2 c o n £ t
e
+
( 2 m £ ) 2nri - 2- -------  s i n  co
2 d n
t
1] ( B . 7 9 )
Ap p r o x  i m a t e  E v a I ua t  i on o f  E q . ( B . 7 7  ) . I f  cp ( co) i s
g i v e n  a n a l y t i c a l l y ,  E q . ( B . 7 7 )  c a n  be e v a l u a t e d  by  c o n t o u r
i n t e g r a t i o n .  I f  cp(oo) i s  g i v e n  n u m e r i c a l l y ,  t h e n  t h e  i n t e ­
g r a l  may  be e v a l u a t e d  n u m e r i c a l  l y .  H o w e v e r ,  i f  cp(co) i s  a 
s m o o t h  f u n c t i o n  o f  co, h a v i n g  no s h a r p  p e a k s ,  and  i f  £ i s  
s m a l l ,  t h e n  a v e r y  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  may  be o b t a i n e d  i n
t h e  f o l l o w i n g  m a n n e r .  I f  £ i s  s m a l l ,  t h e  f u n c t i o n  5--------
I z ( co) I 2
i s  s h a r p l y  p e a k e d  a t  co = coR ; t h e r e f o r e ,  t h e  m a i n  • 1
c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  i n t e g r a l  c o me s  f r o m  t h e  r e g i o n  a r o u n d  
co = con . By a n a l o g y  w i t h  L a p l a c e ' s  m e t h o d  o f  e v a l u a t i n g  
i n t e g r a l s ,  Eg.  ( B . 7 7 )  may  be a p p r o x i m a t e d  by
2
o v ( t )  ^  cd(co ) x n
s i n e ,  t  *d n
s i n co t  ) c o  s cot  
d n
c o s  co^p t  -  e ( 2 c o s  co , t  + dn
s i n  co t  s i n  cot  + 
d n
2 1s i n  c o^ h t l  ■ dco J ( B . 8 0 )
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E v a l u a t i n g  t h e  i n t e g r a l  i n  Eq .  ( B . 8 0 )  by  c o n t o u r  i n t e g r a -
2t i o n  g i v e s  ^
-  rccp ( con ) .2a  ( t )  
x 4 £ c o 2
, - 2 “ n £ +
co d n [ s i n  co t  + d n
+  co co , £  s i n  2co , i 
n d n d n
( B . 8 1 )
Of  s p e c i a l  i n t e r e s t  i s  t h e  c a s e  w h e r e  £ i s  z e r o .  T h e  r e ­
s u l t s  f o r  t h i s  c a s e  c a n  be o b t a i n e d  f r o m  Eq .  ( B . 8 1 )  by  a 
l i m i t i n g  p r o c e s s :
2
a  ( t )
£ = 0
TUO ( CO )
5 5   - f -  ( 2 c o n t
4co
n
s i n  Q  t ) ( B . 8 2  )
P l o t s  o f  Eq .  ( B . 8 1 )  a r e  s h o wn  i n  F i g .  B . 9  f o r  £ = 0 ,  0 . 0 2 5 ,  
0 . 0 5 ,  and  0 . 1 0 .  I t  w i l l  be o b s e r v e d  t h a t  f o r  £ = 0 . 1  t h e  
s y s t e m  r e a c h e s  s t a t i o n a r i t y  i n  r o u g h l y  t h r e e  c y c l e s ;  on t h e  
o t h e r  h a n d ,  f o r  £ = 0 . 0 , t h e  s y s t e m  n e v e r  r e a c h e s  s t a t i o n ­
a r i t y .
20
1 5
10  - ■
5  --
a s y m p t o t e  f o r  
£ = 0 . 0 2  5
2 a  co
TIC P (  CO )  n
a s y m p t o t e  f o r  
= 0 . 0 5
a s y m p t o t e  f o r  
£ = 0.10£=0.10
T t  2 t i  3 u  4 t c 5 t i 6 t i  7rt 8 a 9rt 1 On.
0  =  co t  n
F i g u r e  B . 9
T r a n s i e n t  r e s p o n s e  o f  a d y n a m i c  s y s t e m  u n d e r  
r andom e x c i t a t i o n .
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APPENDI X C
RANDOM V I B R A T I O N  OF BEAMS ( 3 )
T h i s  a p p e n d i x  i s  h e r e  a t t a c h e d  f o r  p u r p o s e s  o f
c l a r i t y  a n d  c o m p l e t e n e s s  r e g a r d i n g  t h e  d e r  i v a t  i on o f  t h e
f u n d a m e n t a l  c o n c e p t s  a n d  p a r a m e t e r s  o f  beam v i b r a t i o n
u s e d  i n  S e c t i o n  IV o f  t h i s  d i s s e r t a t i o n .  I t  c o n t a i n s  
muc h  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  f o u n d  i n  C r a n d a l l  and  Y i l d i z ' s  
" R a n d o m V i b r a t i o n  o f  B e a m s "  ( 3 ) .
We c o n s i d e r  a u n i f o r m  beam o f  l e n g t h  L ,  s i m p l y  
s u p p o r t e d ,  s u b j e c t e d  t o  a t r a n s v e r s e  l o a d i n g  f ( x , t )  p e r  
u n i t  l e n g t h .  The  g e o m e t r i c a l  r e l a t i o n s  f o r  t h e  T i m o ­
s h e n k o  beam a n d  t h e  f o r c e s  f o r  a l I  m o d e l s  a r e  s h o wn  i n  
F i g u r e  C . 1  .
E x t e r n a l  v i s c o u s  d a m p i n g  i s  a s s u m e d ,  t r a n s v e r s e  
a n d  r o t a t o r y ,  w i t h  c o e f f i c i e n t s  c^ a n d  c , r e s p e c t i v e l y .  
F o r  u n i f o r m i t y  o f  d i m e n s i o n s  we i n t r o d u c e
P c _ c 0
1 2  2  
b = 3 9 = —    r  ( c .  1 )
1 PA 2 p i  p Ar- 2
w h e r e  p i s  t h e  ma s s  d e n s i t y ,  A i s  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l
a r e a ,  I  i s  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  m o m e n t  o f  i n e r t i a ,  and  r
i s  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  r a d i u s  o f  g y r a t i o n .  Ea c h  o f  t h e
- 1
new d a m p i n g  c o e f f i c i e n t s  3^ a n d  3 2  h a s  + he d i m e n s i o n  T 
Th e  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n s  o b t a i n e d  f r o m  F i g .  C. 1  a r e
( b )
( a ) S i i 
s h i p s ;
f
V
We a s s u me  





f  d x
a o i  ,




■1 dt d x
M+dM
( c  )
F i g u r e  C . 1
mp I y s u p p o r t e d  b e a m;  ( b )  G e o m e t r i c a l  r e l a t i o n '  
( c )  F o r c e s  a n d  m o m e n t s .
+ = p A  ( + P i a j '  5d x  M a + 2  1 s +
( C . 2 )
SM 2  , a 2 ^  n ^  ,
+ a x  = p A r  ( — j  + 3 2 d +  >
O  t
a V o i g t  t y p e  o f  v i s c o e l a s t i c i t y  i n  t h e  f o r c e -  
on  r e l a t i o n s .
E l d  + e. gf)a _ ,
1
( C . 3 )
= kGA ( 1 + e — ) ( -  Oi)
2  3 + 3 x
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w h e r e  E l  i s  t h e  b e n d i n g  m o d u l u s ,  kGA i s  t h e  T i m o s h e n k o  
s h e a r  m o d u l u s ,  k i s  a n u m e r i c a l  f a c t o r  d e p e n d i n g  on t h e  
s h a p e  o f  t h e  c r o s s - s e c t i o n ,  a n d  e  ^ and  a r e  d a m p i n g
c o e f f i c i e n t s  w i t h  d i m e n s i o n  T.  C o m b i n i n g  E q s .  ( C . 2 )  and  
( C . 3 )  we o b t a i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  t h e  T i m o s h e n k o  
beam
f  , 2 ( i  , d  w a>2 y _ d 2..y_ , o
—h 2  + e 2  a t ) ( ^  " B x 5 - a + 2  + 3 ,  a + (C . 4a )
w h e r e
+ e 2 + T  ‘ 1 + e t =
^ 2 llJ ^
+ 3+ "  < c - 4b>
E I  - E a 2  b £ A  = = 2  ( C _5)
p A r 2  P 1 p A  p  2
d e f i n e  t h e  l i m i t i n g  wa v e  v e l o c i t i e s  f o r  t h e  t w o  mo d e s  o f  
t h e  T i m o s h e n k o  be a m.
A s o m e w h a t  s i m p l e r  m o d e l  i s  o b t a i n e d  by  e l i m i n a t i n g  
t h e  r o t a t o r y  i n e r t i a  i n  t h e  T i m o s h e n k o  m o d e l .  T h i s  beam 
w h i c h  s t i l l  i n c o r p o r a t e s  t h e  s h e a r  d e f o r m a t i o n ,  we c a l l ,  
f o r  s i m p l i c i t y ,  t h e  " s h e a r "  beam.  I t s  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
a r e :




iJj) + a , ( 1 + e .
(C . 6  )
f ( l  + e .  -  <l<> ♦ 2 1 .  ^
r
? O -r Cl I | O ) O
4  2  a r  3 x  1 1 a t  £ x z
a o i
p 2 a+
R a y l e i g h  p r o p o s e d  a beam mo d e l  w h i c h  i n c l u d e d  t h e
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r o t a  t o r y - i n e r t i a  e f f e c t  b u t  o m i t t e d  t h e  s h e a r  d e f o r m a t i o n .  
H e r e  we p u t  ^  = ^ y / S x and  o m i t  t h e  s e c o n d  o f  E q u a t i o n s  ( C.  
The  s h e a r  f o r c e  V i s  d e f i n e d  by  t h e  E q u a t i o n s  o f  M o t i o n  (C 
Th e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  f o r  t h e  R a y l e i g h  beam i s  o b t a i n e d  
by  e l i m i n a t i n g  V and  M and  rjj f r o m  E q s .  ( C . 2 )  and  ( C . 3 )  as 
f o I  l o w s .
We b e g i n  by  c o m b i n i n g  t h e  f i r s t  e x p r e s s i o n  o f  Eq.  
( C . 3 )  w i t h  t h e  s e c o n d  e x p r e s s i o n  o f  E q . ( C . 2 ) ,  t o  o b t a i n :
V + E I ( 1  + e £ - )  — ^ = p A r 2 ( ^  + 3
1 a t  3 x 2  a + 2  2  a +
o r ,  s i n c e
^  we h a v e :
V = p A r 2  ( ^  ..Y + 3  & - * — ) ~ E I ( 1  + e J 7 )
a x a t 2  2  a x a t  1 a +  a x 3
Now s u b s t i t u t i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  i n t o  t h e  f i r s t  e x p r e s ­
s i o n  o f  Eq .  ( C . 2 ) ,  we o b t a i n :
4 3 4
A t ' 4®  3 x
f  + p A r  ( _ a _ J L .  + 3 _ & _ ¥ _ )  _ E I ( 1  + e .
2 , 2 2 2 , 1 a x  A t  A x  a t
= p A ( ^  + 3 ,
A t  1 a  +
o r ,  r e a r r a n g i n g  t e r m s  a n d  u s i n g  E q s .  ( C . 5 ) ,  we o b t a i n :  
r 2 a 2  ( 1 + e ^ ~ )  + ( 3 ,  -  3  r 2  - ^ 7 ) ^  + ( 1 -  r 2  - ^ - )
1 1 a t  d x 4 1 2 A x  d +  A x 2  A t
-  f / p A  ( C . 7  )
F i n a l l y ,  t h e  Be r n o u I  I i - E u I e r  mo d e l  i s  o b t a i n e d  by 
o m i t t i n g  t h e  r o t a t o r y - i n e r t i a  e f f e c t  f r o m  t h e  R a y l e i g h  
m o d e l . The  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  i s
3 ) . 
.2 )
1 7 7
(C . 8  )
T h e  f o u r  m o d e l s  o f  ( C . 4 ) , ( C . 6 ) ,  ( C . 7 ) , a n d  ( C . 8 )
w i l l  be s t u d i e d  f o r  a l I  c o m b i n a t i o n s  o f  t r a n s v e r s e ,  r o t a ­
t o r y ,  a n d  V o i g t  v i s c o e l a s t i c  d a m p i n g .  F o r  t h e  l o w e s t  f r e ­
q u e n c i e s  t h e r e  i s  v e r y  l i t t l e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  m o d e l s .  
T f i : ■ f u n d a m e n t a l  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  a r e  n e a r l y  t h e  s a me .
A t  t h i s  f r e q u e n c y  t h e  e f f e c t  o f  s m a l l  d a m p i n g  i s  e s s e n t i a l l y  
i n d e p e n d e n t  o f  w h e t h e r  t h e  d a m p i n g  o r i g i n a t e s  e x t e r n a l l y  
v i a  t h e  (3 o r  i n t e r n a l l y  v i a  t h e  e .  A t  t h e  o t h e r  e n d  o f  t h e  
f r e q u e n c y  s p e c t r u m ,  h o w e v e r ,  t h e r e  i s  a w i d e  d i v e r g e n c e  b e ­
t w e e n  t h e s e  m o d e l s .
Na t u  r a  I F r e q u e n c i e s  and  f  ° r  L i g h t  D a m p i n g
Th e  f r e e - m o t i o n  e q u a t i o n s  f o r  a l l  f o u r  beams  a r e  
s a t i s f i e d  ( f o r  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  y = 0 , M = 0  a t  
x = 0 ,  a n d  x = L)  by
s t  n . n n xy = a e s i n  —j—
n L
(C . 9 )
s n + n n x
«4j = b n e c o s
S u b s t i t u t i o n  o f  t h e s e  l e a d s  t o  a l g e b r a i c  e i g e n v a l u e  p r o b ­
l e ms  f o r  a , b , a n d  s . F o r  s m a l l  d a m p i n g  t h e  e i g e n ­
v a l u e s  s h a v e  t h e  f o r m  
n
s = - a . + i c o  ( C . 1 0 )
n n _ n
1 7 8
The  r a t i o  oo / 2 a  i s  c a l  l e d  Q i n  a n a l o g y  w i t h  t h e  
n ri n
0  o f  a s i n g I e - d e g r e e - o f - f r e e d o m  s y s t e m  (Q = 1 / 2 £ ,  w h e r e  £ 
i s  t h e  d a m p i n g  r a t  i o - - s e e  A p p e n d i x  A ) .  F o r  smal  I d a m p i n g  
t h e  f r e q u e n c y  i n  Eq .  ( C . 1 0 )  c a n  be a p p r o x i m a t e d  by  n e g ­
l e c t i n g  t h e  d a m p i n g  a l t o g e t h e r .  Th e  d e c a y  r a t e  i s  g i v e n
a p p r o x i m a t e l y  by  c o n s i d e r i n g  t h e  d a m p i n g  as  a f i r s t - o r d e r  
p e r t u r b a t i o n  o f  t h e  u n d a mp e d  s y s t e m .
F o r  t h e  T i m o s h e n k o  beam t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a ­
t i o n  f o r  s h a s  t h e  f o r m  
n
s 4  + A t s 3  + A s 2  + A . s  + A n = 0 ( C . 1 1 )n 3 n 2 n 1 n 0
w h e r e  A ^ and  A-j  a r e  l i n e a r  i n  t h e  d a m p i n g  t e r m s .  AQ has  
no d a m p i n g  t e r m s  wh i  l e  A 2  has  z e r o - o r d e r  t e r m s  a n d  s e c o n d -  
o r d e r  d a m p i n g  t e r m s .  F o r  e a c h  n t h e r e  a r e  t w o  d i s t i n c t  
p a i r s  o f  r o o t s  ( E g .  ( C . 1 0 ) ) .  N e g l e c t i n g  d a m p i n g  we f i n d ,  
f o r  l a r g e  n ,  t h e  h i g h  and  l ow mode  f r e q u e n c i e s
u  . s ;  ^  a ,  00 n o X a 9  ( C . 1 2 )
n 1 n 1 nZ n z
w h e r e
n u  
^ n  “  L
T h e  p e r t u r b a t i o n  f o r m u l a s  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
d e c a y  r a t e s  a r e  :
A , -  V / ?  V n l  -  A 1
2 a  = — — -— ~ —  ; 2 a  =  —  ( C . 1 3 )
p 2  2  2  n 1 w 1 _ u -
“ n l  -  w n 2 n 1 -  n 2
A p p l y i n g  t h e s e  f o r m u l a s  l e a d s  t o  t h e  r e s u l t s  
s h o wn  i n  T a b l e  C. 1  f o r  t h e  T i m o s h e n k o  b e a m.  N o t e  t h a t
1 7 9
Beam Mode I
B e r n o u I  I i - E u l e r  
beam
03
a r  A 2  
1 n
D a m p i n g  M e c h a n i s m
2a
7 -i 4V i s c o e l a s t i c  e , a f r  A
1 1 2  n
R o t a t o  r y  
T r a n s v e r s e
3 r  2 A 2
2  n
0 =o) / 2 a  
n n n
0 ( 1 / n 2 )
0  ( n °  )
0  ( n 2  )
R a y l e i g h  beam V i s c o e l a s t i c  
R o t a t o r y  
T r a n s v e  r s e
3 2
3 / r 2 A 2
1 n
0  ( 1 /  n )
0  ( n )
0  ( n 3  )
S h e a r  beam a A
2  n
2 2
V i s c o e l a s t i c  Z 2 & 2 ^ r \
R o t a t o r y 3 2  a 2 
~~2~2 ~~4 
r  A a . n 1
0 ( 1 / n  )
3
0  ( n )
T r a n s v e r s e 3. 0  ( n )
T i m o s h e n k o  beam 
( h i g h - m o d e  )
O O
V i s c o e l a s t i c  e a A 
1 1 n
R o t a t o r y  3 2
T r a n s v e r s e 31 a 2
2 2 2 2
r  A ( a -  a ) 
n 1 2
0  ( 1 /  n )
0  ( n )
0  ( n 3  )
T i m o s h e n k o  beam 
( I o w - m o d e ) a A
2  n
2 2
V i s c o e l a s t i c  £ 2 a 2 A n 
R o t a t o r y  R a A
2 2 2 2 2 
r  A n ( a 1 “ 3  2  )
0  ( 1 /  n ) 
0  ( n 3  )
T r a n s v e r s e 0 ( n )
T a b l e  C .1
A s y m p t o t i c  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  03^ and  d e c a y  r a t e s  a f 
f o r  h i g h - f r e q u e n c y  beam v i b r a t i o n s .
o n l y  t h e  o r d e r  o f  t h e  f a c t o r  i n  Qn i s  t a b u l a t e d .  F o r  
e x a m p l e ,  i n  t h e  l o w e r  mode  we f i n d
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4
a 2  2  2
2 a  n = 3 ,  + - 0" ■  ----------------------+ e A a ( C.  1 4 )
n 2  1 2  2  2  2  2  2  n 2
r  A ( a - a  ) 
n 1 2
w h e r e  A n = n u / L .  F o r  e a c h  t y p e  o f  d a m p i n g  s e p a r a t e l y  t h e
t a b l e  q i v e s  t h e  o r d e r  o f  n i n  Q = m 9 / 2 a  „ .  T h u s  f o r  r o -a n n 2  n 2
t a t o r y  d a m p i n g  a l o n e  ( 3  = = & 2 ~  ^ ^
w n2 ^ n a 2 3Q = 1 ,--------  = 0 ( n ) ( C . 1 5 )
n 2  2 a  B 4
n 2  P 2  3  2
T 7  2  r r
r  A ( a -  a ) 
n 1 2
F o r  t h e  r e s u l t s  i n  T a b l e  C. 1  t o  be m e a n i n g f u l  i t
i s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  d a m p i n g  t o  be s m a l I  e n o u g h  s o  t h a t
Qn i s  i n  f a c t  l a r g e  c o m p a r e d  w i t h  1 ; e . g . ,  g r e a t e r  t h a n  1 0 .
T h i s  c a l l s  f o r  d e l i c a t e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  e n t r i e s
2
0 ( 1 / n )  a n d  0 ( 1 / n ) .  I n t h e s e  c a s e s  t h e  d a m p i n g  c a n n o t  be 
f i x e d  a n d  n i n c r e a s e d  w i t h o u t  l i m i t .  T h e s e  e n t r i e s  h a v e  
m e a n i n g  o n l y  f o r  l i m i t e d  r a n g e s  o f  n i n  w h i c h  Qn r e m a i n s  
l a r g e .  When t w o  o r  m o r e  f o r m s  o f  d a m p i n g  e x i s t  s i m u l t a n e -
p
o u s l y  t h e  r e s u l t a n t  i s  0 ( n ) w h e r e  k i s  t h e  m i n i m u m  e x p o ­
n e n t  f o r  t h e  s e p a r a t e  d a m p i n g  m e c h a n i s m s .
S i m i l a r  a n a l y s i s  f o r  t h e  o t h e r  t h r e e  b e a ms  l e a d s  
t o  t h e  o t h e r  e n t r i e s  i n  T a b l e  C . 1 .  We l i s t  h e r e  t h e  p e r ­
t u r b a t i o n  f o r m u l a s  i n v o l v e d .  F o r  t h e  s h e a r  beam t h e  c h a r a c ­
t e r i s t i c  e q u a t i o n  i s
A , s ^ + A „ s 2  + A s  + A = 0  3 n 2 n I n  o
w h e r e  as  b e f o r e  A^ a n d  A^  a r e  I i n e a r  i n  t h e  d a m p i n g  t e r m s
wh i  l e  h a s  b o t h  z e r o - o r d e r  a n d  s e c o n d - o r d e r  d a m p i n g  t e r m s
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N e g l e c t i n g  t h e  d a m p i n g  we f i n d ,  f o r  l a r g e  n
cop Ap a 2  ( C . 1 6  )
Th e  p e r t u r b a t i o n  f o r m u l a  f o r  t h e  d e c a y  r a t e  i s  
A . -  A,
2 a  = -------------- ( C .  1 7 )
w h e r e  t h e  s e c o n d - o r d e r  t e r m s  i n  A^  a r e  o m i t t e d .  T h i s  
mo d e l  a l s o  h a s  a s i n g l e  l a r g e  n e g a t i v e  r e a l  r o o t  c o r r e ­
s p o n d i n g  t o  a h i g h l y  da mp e d  n o n o s c  i I I a t o r y  f r e e  m o t i o n  w i t h
s n ~  - V A 3 -
F o r  t h e  R a y l e i g h  beam and  t h e  B e r n o u I  I i - E u I e r  beam 
t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  h a s  t h e  f o r m
A s 2  + A s + A = C >  ( C . 1 8 )
2  n 1 n o
w h e r e  t h e  d a m p i n g  a p p e a r s  o n l y  l i n e a r l y  i n  A . T h e  e x a c t  
r o o t s  a r e  e a s y  e n o u g h  h e r e ;  h o w e v e r ,  f o r  s m a l I  d a m p i n g  we 
h a v e ,  f o r  l a r g e  n ,
2
co  ^ Ca a .j ( R a y l e i g h ) ,  co ~  a  ^ r  A ( B e r n o u  I I i -  Eu I e r  )
( C . 1 9 )
T h e  p e r t u r b a t i o n  f o r m u l a  f o r  t h e  d e c a y  r a t e  i s
2 a  = A . / A „  ( C . 2 0 )
n I x
I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  t h e  n a t u r a l  f r e ­
q u e n c i e s  co i n c r e a s e  i n  l i n e a r  p r o p o r t i o n  t o  n ,  f o r  l a r g e  
n
n ,  f o r  a l l  m o d e l s  e x c e p t  t h e  B e r n o u I  I i - E u I e r  w h i c h  c o n  -
2
t i n u e s  t o  h a v e  an n d e p e n d e n c e .  N o t e  t h a t  t h e  R a y l e i g h  
f r e q u e n c y  i s  a s y m p t o t i c a l l y  t h e  same as  t h e  h i g h - m o d e
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T i m o s h e n k o  f r e q u e n c y  and  t h a t  t h e  s h e a r - b e a m  f r e q u e n c y  i s  
a s y m p t o t i c a l l y  t h e  same as  t h e  l o w - m o d e  T i m o s h e n k o  f r e ­
q u e n c y .  A t  h i g h  f r e q u e n c i e s  t h e  T i m o s h e n k o  beam i s  t h e  
s u p e r p o s i t i o n  o f  t h e  s h e a r - b e a m  m e c h a n i s m  and  t h e  R a y l e i g h -  
beam m e c h a n i s m  as  f a r  as  t h e  u n d a mp e d  s y s t e m s  g o .  The  e f ­
f e c t  o f  V o i g t  v i s c o e l a s t i c  d a m p i q a  i s  t h e  same i n  t h e  t w o  
mo d e s  o f  t h e  T i m o s h e n k o  beam as  i n  t h e  s h e a r  a n d  R a y l e i g h  
beams  s e p a r a t e l y .  T h i s  i s  no  l o n g e r  p r e c i s e l y  t r u e  f o r  
t h e  e f f e c t s  o f  t r a n s v e r s e  and  r o t a t o r y  d a m p i n g  as  i n d i c a ­
t e d  i n  T a b l e  C . 1 .
T r a n s f e r  F u n c t i o n s
We c o n s i d e r  f i r s t  t h e  s t a t i o n a r y  r e s p o n s e  t o  s i m p l e  
h a r m o n i c  e x c i t a t i o n .  I f  t h e  l o a d i n g  f ( x , t )  on  t h e  beam has  
t h e  f o r m i oat . n n xf  ( x , t  ) = e s i n  -------
L
( C.  21 )
t h e n  f o r  a l I  f o u r  beam m o d e l s  t h e  s t a t i o n a r y  r e s p o n s e  has  
t h e  f o r m
y ( x , t  ) = Gy ( n , Go ) e
i cot
s i n
d i ( x , t )  = G ( n , c n ) e IC° ^  c o s
M( x , t  ) = G ( n , u )e
M
i cot









> ( C . 2 2 )
F o r  e a c h  n t h e  G( n , oo)  a r e  f u n c t i o n s  o f  to. T h e y  a r e  c a l l e d  
t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s .  A l t h o u g h  e s t a b l i s h e d  i n  t e r m s  o f
183
s i m p l e  h a r m o n i c  m o t i o n  t h e y  b e c o me  t h e  i m p o r t a n t  b u i l d i n g  
b l o c k s  f o r  r a n d o m  e x c i t a t i o n ,  by way  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s ­
f o r m .
e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  beam m o d e l s ,  t h e  s p a c e  a n d  t i m e  
v a r i a t i o n s  c a n c e l  and  we a r e  l e f t  w i t h  s i m p l e  a l g e b r a i c  
e q u a t i o n s  f o r  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s .  F o r  t h e  T i m o s h e n k o  
and  s h e a r  b e a ms  E q u a t i o n s  ( C . 4 )  and  ( C . 6 ) ,  r e s p e c t i v e l y ,
beams  E q u a t i o n s  ( C . 7 )  and  ( C . 8 ) ,  r e s p e c t i v e l y ,  g i v e  o n l y  
G . I n t h e s e  l a t t e r  t w o  c a s e s  G i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e -
y y\)
l a t i o n  ijj = ^ y / a x .  F o r  t h e  f i r s t  t w o  c a s e s  t h e  b e n d i n g  
mo me n t  a n d  s h e a r - f o r c e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  G^ and  G^ a r e  
g i v e n  by  Eq .  ( C . 3 ) .  I n t h e  l a t t e r  t w o  c a s e s  G i s  g i v e n  
by  Eq .  ( C . 3 )  b u t  G^ i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s e c o n d  o f  E q s .  
( C . 2 ) .  I n t h i s  way  we o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  s e t s  o f  t r a n s ­
f e r  f u n c t i o n s .
When E q s .  ( C . 2 1 )  a n d  ( C . 2 2 )  a r e  i n s e r t e d  i n  t h e
g i v e  b o t h  Gy a n d  G ^ . F o r  t h e  R a y l e i g h  a n d  B e r n o u I  I i - E u I e  r
T i m o s h e n k o  Beam
r  2  2  2  2  2 2  2
( 1 /  p AA)  + + i ( 0 2  + e 1 a 1^ ' n+ e 2 a 2 // r
( A n / p A A )  ^ a ^ / r ^ + i c L ^ a ^  /  r
w h e r e
4
( C . 24  )A = oj o
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and
2 2 4 
A = a . a „ A0 1 2  n
0  . 2 , 2  , 2 ,  2 .  , Q 2 , 2  , , > 2  2 , 4A = B ( a A + a / r  ) + B a A + ( e +e ) a a A
1 1 I n  2  2  2  n 1 2  1 2  n
2 2 2  2 2  2 2 2  
A = ( a +a ) A + a / r  + 3 , 3 9  + e e a a A +
2  1 2 n 2  1 2  1 2  1 2  n
2 2 2 2 2 , 2  
+ 3 < e , a , ^  + 3 ^ e „ a A. + 3 , e  a / r
1 1 1 n 2  2  2  n 1 2  2
2 2 2 2 , 2  
A-j  -  3 1 + 3 2  + e 1a 1^n + e 2 a 2 ^ n  +  ^ ( C . 2 5 )
S h e a r  Beam
f 2  2  2  2  2 2  2  2  1a . A  + a / r  + i co ((3 „  + e . a . A  + e a / r  ) |  
I n  2 2 1 1 n 2 2 J
[ 2 2 2 2 1 a 2 / r  + i t o e 2 a 2 / r  I
— ( ~ A p a 2 a 2 / A ) ^ " l  + i co ( e -| -I- £ 2  ) ~ ^  ^  1 ^ 2
2 r  2  2  2  2
= ( a 2 A n / A  ) l a 1 A n + i ce ( 3  2  + ( e i + £ 2 ) a i ^ n ) ~
2 2 2 1 
-  w ( e  3  + e e a A ) I
2 2 1 2 1 n J
G
y
2  2  1 2  1 n
w h e r e  i n  t h i s  c a s e
( C . 2 6 )
A = - - i co^A 7 -  co2 A 0  + icoA + A ( C . 2 7 )
3 2 1 o
w i t h
A = a ^ a l r A 4 o 1 2  n
2 2 2 2 2  2 2 4
A 1 = B ^ a ^ H  + a 2 /  r  ) +  3 2 a 2 ^ n +  ( e  1 + e 2  5 a 1 a 2 ^ n
. 2 2 2 , 2 , Q Q 2 2 , 4  , Q 2 , 2  ,
A 9 = a . A  + a 9 / r  + 3 i 3 - >  + E . E 0 a , a „ A + 3 . £ . a . A  +
2  I n  2  ^ 1 2  1 2 1 2 n 1 1 1 n
+ 3 2 e 2 a 2 ^ n  + 3 1 e 2 a 2 / / r 2
A = 3 0  + e . a ^ A 2  + e „ a ^ / r 2  ( C . 2 8 )3 2 1 1 n 2 2
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Ra y I e i g h Be am
G = 1 /  pAA
G0j “  \ i / p A A
G.. = ( - a ?  A 2 r 2 / A )  ( 1 + i c o e . )  M i n  1
G
V
= ( r 2 A / A )  [ a ^  + i co ( 3 2  + “  & ? ]  ( C . 2 9 )
2
w h e r e  A = -co A 0  + i coA, + A
2  1 o
w i t h
a 2  2 ,  4
Ao = a 1 r  A n
A 1 = 3i  + 32 r 2 A2  + e ] a 2 r 2 A4
A = 1 + r 2A2 ( C . 3 0 )
2  n
B e r n o u I  I i - E u l e r  Beam
G = 1 / p A A
y
G . = A / p A A  
ip n
G = ( - a 2  r 2  A2 / A )  ( 1 + i cop , )  M i n  l
' 2 a  / A )  [ a 2 A 2  + i co C 3 „  + E 1 a ? x 2 ) " l  
n I  1 n 2 1 1 n J
Gv = ( r 2 A  A ) |  A 2 ( _ e . a 2 A ) | ( C . 3 1 )
2
w h e r e  A = -co A + icoA, + A
2  1 o
a nd  w i t h
a 2 2 ,  4A = a . r  A
0 1 n
2 2 2 2 4
A = 3  + 3  r  A + e a r  A
1 l 2  n 1 1 n
A = 1
2
( C . 32  )
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I n a l l  o f  t h e s e  f o r m u l a s
X -  —  ( C . 3 3 )
L
i s  a k i n d  o f  wa v e  n u m b e r ,  w h i c h  p r o v i d e s  t h e  d e p e n d e n c e  on 
n i n  G ( n , co ) .
c e p t  f o r  Gy i n  t h e  R a y l e i g h  mo d e l  w h i c h  a p p r o a c h e s  t h e  
c o n s t a n t  v a l u e
R a ndom V i b r a t i o n  A n a l y s i s
I n  t h i s  s e c t i o n  we o b t a i n  t h e  f o r m a l  r e s p o n s e  o f  
o u r  beam m o d e l s  t o  a r a n d o m  e x c i t a t i o n  f ( x , t )  w h i c h  f o r  
s i m p l i c i t y  i s  c o m p l e t e l y  u n c o r r e l a t e d  i n  x a l t h o u g h  i t  h a s  
an a r b i t r a r y  c o r r e l a t i o n  i n  t i m e .  B e f o r e  b e g i n n i n g  t h e  
a n a l y s i s  p r o p e r  we r e c a l  I some u s e f u l  p r o p e r t i e s  o f  t r a n s ­
f e r  f u n c t i o n s ,  F o u r i e r  t r a n s f o r m s ,  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c ­
t i o n s ,  and  s p e c t r a l  d e n s i t i e s  w h i c h  w i l l  be e m p l o y e d  l a t e r .
F o r  a l i n e a r  s y s t e m  w i t h  w e l l - d e f i n e d  i n p u t  a n d  
o u t p u t ,  t h e  f  r e g  u e n c y r e s p o n s e o r  t r a n s f e r  f u n c t i o n  G ( co ) 
i s  t h e  c o m p l e x  a m p l i t u d e  o f  t h e  s t a t i o n a r y  s i n u s o i d a l  o u t ­
p u t  when  t h e  i n p u t  i s  s i n u s o i d a l  w i t h  f r e q u e n c y  co and  
a m p l i t u d e  u n i t y .  A n o t h e r  i m p o r t a n t  r e s p o n s e  i s  t h e  u n i t -  
i mp u I s_e_ r e s j  on_se_ g C t  ) w h i c h  i s  t h e  o u t p u t  c o r r e s p o n d i n g  t o  
a u n i t - i m p u l s e  i n p u t  a t  t  = 0 .  I t  i s  t o  be n o t e d  t h a t  
g ( t )  = 0 ;  f o r  t  <  0 .  G(co)  and  g ( t )  a r e  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  
o f  e a c h  o t h e r ,  i . e . ,
N o t e  t h a t  a s  go—* - oo a I I o f  t h e  G a p p r o a c h  z e r o  e x -






g ( t  ) = \ G ( co) e d co
-  CO
( C . 34 )
.00
. -  i 05+
G ( o o ) =  I g (  + ) e  d +I
•00
On c e  t h e  u n i t - i m p u l s e  r e s p o n s e  g ( + )  i s  k nown  i +  i s  p o s ­
s i b l e  + 0  r e p r e s e n t  t h e  r e s p o n s e  x ( + )  + 0  an a r b i t r a r y  e x ­
c i t a t i o n  f ( + )  by  t h e  s u p e r p o s i t i o n  i n t e g r a l  o r  c o n v o l u t i o n
00
x ( + )  = f  f ( 0 ) g ( + - 0 ) d 0  ( C . 3 5 )
-  00
When f ( + )  i s  a s t a t i o n a r y  r a n d o m  p r o c e s s  t h e  s t a t i s t i c a l  
a v e r a g e  o r  " a v e r a g e  a c r o s s  t h e  s a m p l e  s p a c e "  o f  t h e  
p r o d u c t  o f  f ( + )  a n d  f ( + + x )  i s  i n d e p e n d e n t  o f  + a n d  i s  
c a l l e d  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  f  d e n o t e d  by R ( x ) .
R f ( x ) = E ^ f (  + ) f (  + + x ) ]  ( C . 3 6 )
Th e  a v e r a g e  E i n  Eq .  ( C . 3 6 )  i s  t h e  e x p e c t a t  i on o r  s t a t i s t i ­
c a l  a v e r a g e .  N o t e  t h a t  t h e  mean  s q u a r e  v a l u e  o f  f  i s  j u s t  
R ( 0 ) .  The  f o l l o w i n g  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  d e f i n e s  a 
§_PTLC + r a  l_ d_e_n_s_i_t_y_ S  ^ ( (o) :
OO
f  - I COT
( 00) = t ~ -  I R ( x ) e  d x  ( C . 3 7 )f- 2 n  J  f
-  00
The  i n v e r s e  t r a n s f o r m  o f  Eq .  ( C . 3 7 )  i s
00
I
R  ^ ( x ) = I S ^ ( c o ) e ' C° ‘' doo ( C . 3 8 )
-  00
so  t h a t
00
[ f 2 (  + )]  = R f  ( 0 )  = |
-  00
S f  ( to) d co ( C . 3 9 )
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T h u s  S^ ( t o )  i s  a s p e c t r a l  d e n s i t y  g i v i n g  t h e  c o n t r i b u t i o n
t o  t h e  mean s q u a r e  o f  f ( t )  p e r  u n i t  o f  c i r c u l a r  f r e q u e n c y
w h e r e  a l l  f r e q u e n c i e s  f r o m  -  o o  t o  o o  a r e  r e q u i r e d .  T h i s
s p e c t r a l  d e n s i t y  i s  4 t i  t i m e s  sma I l e r  t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l
u n i t  w h i c h  e m p l o y s  a f r e q u e n c y  i n  c y c l e s  p e r  u n i t  t i m e  and
c o n s i d e r s  o n l y  p o s i t i v e  f r e q u e n c i e s .
When t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  R ^ ( t ) o f  t h e  i n p u t  t o  a
l i n e a r  s y s t e m  i s  k n o w n ,  t h e  a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f
t h e  r e s p o n s e  x ( t )  i s
oo
Rf ( x ) -  ( (  g ( 0 1 ) g ( 0 2 ) Rf ( x + © 2 - © 1 ) d 0 1 d© 2  ( C . 4 0 )
' -o o
Th e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h i s  g i v e s  t h e  w e l l - k n o w n  r e s u l t  
c o n n e c t i n g  t h e  s p e c t r a l  d e n s i t i e s  o f  e x c i t a t i o n  and  r e s p o n s e
2
O j o  (go) |( co) = G GO) S , ( GO) ( C . 4 1 )J f
We now r e t u r n  t o  o u r  f a m i l y  o f  beams  o f  l e n g t h  L 
s u b j e c t e d  t o  a s t a t i o n a r y  r a n d o m  t r a n s v e r s e  l o a d i n g  f  ( x , t ) . 
S i n c e  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y  w e r e  b a s e d  
on l o a d i n g s  w h o s e  s p a c e  v a r i a t i o n  was  s i n  ( n r t x ) / L ,  we d e ­
c o m p o s e  t h e  l o a d i n g  i n t o  t h e s e  same s p a c e  m o d e s .  We s e t
oo
f ( x , t ) = E f ( t ) s i n ( n u x ) / L  ( C . 4 2 )
1 n n = l
w h e r e
Jf  ( t )  = 2 / L  I f ( x , t )  s i n  ( n u x ) / L  dx  ( C . 4 3 )n 1
0
We t h e n  c o n s i d e r  t h a t  e a c h  v a l u e  o f  n d e f i n e s  a 
I i n e a r  s y s t e m  w h o s e  f r e q u e n c y  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  G( n , c o )  
w e r e  t a b u l a t e d  p r e v i o u s l y .  I f  d e s i r e d  t h e  c o r r e s p o n d i n g
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i m p u l s e  r e s p o n s e s  g ( n , + )  c o u l d  be o b t a i n e d  f r o m  Eq .  ( C . 3 4 )  
T h e  t o t a l  r e s p o n s e  i s  t h e  sum o v e r  n o f  a l I  t h e  i n d i v i d u a l  
r e s p o n s e s .  T h u s  f o r  y ( x , t  ) , f o r  e x a m p l e ,  we h a v e ,  u s i n g  
E q . ( C . 3 5 ) :
co
eO p TTy |
y ( x , t )  = E s i n  ----------- I  f n ( 0 ) g ( n , t - 0 ) d© ( C . 4 4 )
n  ^ - oo
I n t r o d u c i n g  Eq.  ( C . 4 3 )  y i e l d s
co L
y ( x , t ) = E s i n  ( g y ( n , t - 0 ) d ©  ' ^  1 f ( £ , 0 ) s i n  ~ ^  di^
" '  1 lo o  0
( C . 4 5 )
as  a f o r m a l  s o l u t i o n  t o  t h e  e x c i t a t i o n - r e s p o n s e  p r o b l e m  f o r  
e a c h  s a m p l e  e x c i t a t i o n .
We n e x t  c o n s i d e r  t h e  s t a t i s t i c a l  a v e r a g e  o v e r  t h e  
s a m p l e  s p a c e  o f  t h e  p r o d u c t  y C x ^ t ^ J y C x ^ j t ^ )  w h i c h  r e ­
d u c e s  t o  t h e  mean  s q u a r e  o f  y wh e n  = x^ a n d  t 2  = •
U s i n g  t h e  o p e r a t o r  E t o  d e n o t e  s t a t i s t i c a l  a v e r a g e  we h a v e
L q ° c  —  ,
y ( x . | , t ^ ) y ( x 2 , t 2 )J = 2 E s i n    s i n
r\ —
0 0  0 0  n u x ,  mux.
E
n = 1 m = 1 L
i f 9 y ( n , 1 1 (m , t 2 -0 ^) d© 1 d © 2  j  £
- ° o  L 0 0
f- q n u £  mTig2
E \ f  ( F , 0  ) f  ( £  ,©  ) I s i n  s i n  dF dF
L ' 1 1  2 2 j  L L 1 2
( C . 4 6 )
w h i c h  r e l a t e s  t h e  r e s p o n s e  s t a t i s t i c a l  a v e r a g e  t o  a s i m i ­
l a r  s t a t i s t i c a l  a v e r a g e  o f  t h e  e x c i t a t i o n .  Ou r  f u r t h e r  
c a l c u l a t i o n s  a r e  b a s e d  on  a p a r t i c u l a r  c h o i c e  o f  t h e  f o r m  
o f  t h i s  i n p u t  a v e r a g e .  We a s s u me
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E ( ^  , © 1 ) f  ( E 2 , © 2 ) ]  = - -  6 ( £  -F,  ) R ( 0  ~© ) ( C . 4 7 )  
2  1 2  1 2
w h e r e  6 ( x )  i s  t h e  D i r a c  d e l t a  f u n c t i o n  f o r  t h e  s p a c e  c o r ­
r e l a t i o n  a n d  R ( t ) i s  a s  y e t  an u n s p e c i f i e d  t i m e  c o r r e l a ­
t i o n  f u n c t i o n .  T h e  p r o c e s s  o f  s i m p l i f y i n g  Eq .  ( C . 4 6 )  now
b e g i n s .  W i t h  Eq .  ( C . 4 7 )  i n s e r t e d ,  t h e  l a s t  d o u b l e  i n t e -
2
g r a l  i n  Eq .  ( C . 4 6 )  b e c o m e s  P.(0 ^ - © 2  ^ L / 4  when  m = n and  i s  
z e r o  when  m y n .  T h i s  r e d u c e s  t h e  d o u b l e  s u m m a t i o n  on m 
a n d  n t o  a s i n g l e  s u m m a t i o n  on n.
Th e  r e m a i n i n g  d o u b l e  i n t e g r a l  i s  o s t e n s i b l y  a f u n c ­
t i o n  o f  t  ^ and  1 2 • W i t h  t h e  a s s u m p t i o n  ( C . 4 7 ) ,  h o w e v e r ,  
i t  i s  a c t u a l l y  o n l y  a f u n c t i o n  o f  x  = t ^  -  + 2 ' s ee  + h i s
we ma k e  t h e  s u b s t i t u t i o n s
©-^ = t  ^ -  u ^ © 2  -  + 2  ~ u 2 ( C . 4 8 )
t o  o b t a i n
r y ( x ^ , t  + x ) y ( x 2 » + )J = E
^  n —
^  r nxx  ^ n n x ^
s i n — ; s i n
oo
g ( n , u , ) q  ( n . u 0 ) R ( t + u „ - u , ) d u , d u „  ( C . 4 9 )d y ’ 1 J y 2 2 1 1 211 J y ' l 7
-  oo
T h i s  r e s p o n s e  i s  t h e r e f o r e  a s t a t  i o n a r y  p r o c e s s .  By c o m p a r i ­
s on  w i t h  Eg .  ( C . 4 0 )  we s e e  t h a t  t h e  d o u b l e  i n t e g r a l  i n  E q . 
( C . 4 9 )  c a n  be i n t e r p r e t e d  as  an a u t o c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  f o r  
t h e  n ^ - m o d e  r e s p o n s e .  S i n c e  i n t h e  p r e s e n t  c a s e  we h a v e  
t h e  G ( n , t o )  and  n o t  t h e  q ( n , t )  we mak e  u s e  o f  t h e  F o u r i e r
'/ J y
t r a n s f o r m  t o  e v a l u a t e  t h e  d o u b l e  i n t e g r a l .  L e t  t h e  s p e c t r a l  
d e n s i t y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  R ( x )  i n t r o d u c e d  i n  Eq.  ( C . 4 7 )  
be S ( co) . Then  a p p l y i n g  Eq .  ( C . 3  8 ) t o  Eq .  ( C . 4 1 )  y i e l d s
191
E £ y ( x i , t  +x  ) y ( x 2  , + )~j  = E s i n
qq n n x   ^ n n x 2
L “ S ' n L
n = 1
oo
(  I I 2 i COT
I S (co) |G ( n , c o ) |  e dco (C
— oo
T h e  mean s q u a r e  r e s p o n s e  a t  a l o c a t i o n  x i s  
t a i n e d  by  s e t t i n g  x = = x and  x  = 0 .
GO
E [ y 2  ( x  , t  >1 = E s i n 7  — 21 ^  S ( c o ) J g  ( n ,co ) | doo (C
T h i s  r e s u l t  h a s  b e e n  o b t a i n e d  f o r  t h e  d e f l e c t i o n  y .
c a l  a r g u m e n t s  l e a d  t o  t h e  f o l  l o w i n g  r e s u l t s  f o r  di ,  M
oc»
[ 2  1 0 0  2  nixx (  I I 24 j ( x , t  )J = E c o s  J S ( co ) |G ^  ( n , co )  ^ do)
oo
E ^ M 7  ( x , t  )"| = E* s i n 7  -n-^ X- j  S ( co ) |  G ( n , c o ) j  doo
n = 1 _<x>
oo
2 1 oo 2 nTtx C I | 2
E | ^ V  ( x , t ) J  = E c o s  '~ C ~  J  S ( a > ) | G y ( n , c o ) j  dco
T h e s e  mean  s q u a r e  r e s u l t s  a r e  s t i  I I f u n c t i o n s  o f  t h e
t i o n  o f  t h e  r e s p o n s e .  A r e s u l t  w h i c h  i s  i n d e p e n d e n t
i s  t h e  s p a c e  a v e r a g e  o f  t h e  mean  s q u a r e s .  We u s e  a
r e p r e s e n t  t h i s  a v e r a g e .  T h u s
L
E ( y 2  ) = 1 / L  J e  ^ ( x ^ )  j  dx
0
co
= t  ?  1 S (co) | g  ( n , co)  I 2  dco (C
n = 1  L  ' Y '
^ r  2
w i t h  s i m i l a r  r e s u l t s  f o r  E J’tjj1 j  , E £m J , E [ v  ]  .
. 50 ) 
ob -
. 51 )
I d e n t  i -  
and  V :
( C . 52 )
I o c a  -  
o f  x 
b a r  t o
















F i g u r e  C . 2
S p e c t r a l  d e n s i t i e s  f o r  ( a )  i d e a l  w h i t e  n o i s e :  
( b )  b a n d - l i m i t e d  w h i t e  n o i s e .
We n e x t  c o n s i d e r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  i n t e g r a l s  
a p p e a r i n g  i n  E q s .  ( C . 5 2 )  a n d  ( C . 5 3 )  a n d  d i s c u s s  t h e  c o n ­
v e r g e n c e  o f  s e r i e s  o f  s u c h  i n t e g r a l s  a s  i n  E q .  ( C . 5 3 ) .  We 
c o n s i d e r  o n l y  t w o  p o s s i b i l i t i e s  f o r  S ( oo) t h e  s p e c t r u m  o f  
t h e  c o r r e l a t i o n  R ( x ) i n t r o d u c e d  i n  E q .  ( C . 4 7 ) .  T h e s e  t w o  
s p e c t r a  a r e  s h o w n  i n  F i g u r e  C . 2 .  I n  c a s e  ( a )  t h e  d e n s i t y  
i s  c o n s t a n t  f o r  a I I f r e q u e n c i e s ,  w h i l e  i n  c a s e  ( b )  i t  i s  
c o n s t a n t  o u t  t o  a c u t - o f f  f r e q u e n c y ,  toc .
I n t e g r a  t_i_o_n_ F o r m u l a s  
I n  t h i s  s e c t i o n  we g i v e  f o r m u l a s  f o r  i n t e g r a l s  o f
t h e  f o r m CXIj |g ( co ) j 
- oo
2
dco ( C . 5 4 )
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w h e r e  t h e  d e n o m i n a t o r s  o f  G a r e  p o l y n o m i a l s  i n  co o f  o r d e r  
2 ,  3 ,  o r  4 .  T h e s e  f o r m u l a s  a r e  a d a p t e d  f r o m  s i m i  l a r  f o r ­
m u l a s  g i v e n  b y  J a m e s ,  N i c h o l s ,  a n d  P h i l l i p s  ( 2 4 ) .
t h a t  G(co)  be  a q u o t i e n t  o f  p o l y n o m i a l s ;  t h e  o r d e r  o f  t h e  
d e n o m i n a t o r  s h o u l d  be a t  l e a s t  o n e  o r d e r  h i g h e r  t h a n  t h a t  
o f  t h e  n u m e r a t o r ,  a n d  t h e  r o o t s  o f  t h e  d e n o m i n a t o r  s h o u l d  
l i e  i n  t h e  u p p e r  h a l f - p l a n e ;  i . e . ,  G(co)  s h o u l d  b e  t h e  t r a n s ­
f e r  f u n c t i o n  o f  a l i n e a r  p a s s i v e  s y s t e m  w i t h  p o s i t i v e  d a m p ­
i n g  a n d  s h o u l d  v a n i s h  a t  l e a s t  a s  f a s t  a s  1 /co wh e n  co —> co .
F o r  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a s  t o  h o l d ,  i t  i s  n e c e s s a r y
S e c o n d - O r d e r  S y s t e m
G ( co)
i coB  ^ + B q
-<0 ^ 2  + i co A  ^ + Aq
( C . 5 5 )
j" jG ( co) | dco = Tt
00
T h i r d - O r d e r  S y s t e m
G ( co)
o
- i c o ^ A ^  -  co^ A 2 + i coA  ^ + A o
( C . 5 6 )
00 o
j  | G ( co) | A o





F o u r t h - O r d e r  S y s t e m
i c o^ B-  -  co2 b „  + i coB. + B 
3 2 1 o




G (co) | 2  dco=




A ( A A -  A ) -  A A 
1 2  3 1 o 3
( C . 5 7 )
T o  d i s c u s s  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e r i e s  E q . ( C . 5 2 )
a n d  E q . ( C . 5 3 )  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  o b t a i n  o r d e r - o f - m a g n i t u d e
r e s u l t s  f o r  t h e  i n t e g r a l s  t h e r e i n .  When  t h e  s p e c t r u m  S ( co) 
i s  t h a t  o f  F i g .  C . 2 ( a ) ,  t h e s e  i n t e g r a l s  r e d u c e  t o  t h o s e  
t a b u l a t e d  a b o v e .
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A P P E N D I X  D 
D E R I V A T I O N  OF THE P L A T E  E Q U A T I O N :
( B / M  V 4 + — - + H  ) u  = f
3 +  S  t
A p p e n d i x  D i s  h e r e  a t t a c h e d  i n  o r d e r  t o  p r e s e n t  
t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  p l a t e  e q u a t i o n  f o r  a d a m p e d  v i s c o ­
e l a s t i c  p l a t e  a s  w e l l  a s  t h e  a s s u m p t i o n s  a n d  i m p l i c a t i o n s  
o f  t h e  s m a l l  d e f l e c t i o n  t h e o r y  o f  t h i n  p l a t e s .  I t  c o n ­
t a i n s  i n f o r m a t i o n  w h i c h  c a n  b e  f o u n d  i n  B r u s h  a n d  A l m r o t h ' s  
B uc  k I i n g o_fg B a r s , P I a t e s  a n d  S h e I I s  ( 3 7 ) ,  S a a d a ' s  E l a s t i ­
c i t y  T h e o r y  a n d  A p p l  i c a t i o n s ( 3 8 ) ,  a s  w e l l  a s  i n  n u m e r o u s  
o t h e  r  t e x t s .
We b e g i n  w i t h  t h e  b a s i c  e q u a t i o n s  o f  e l a s t i c i t y :  
- T h e  E q u i l i b r i u m  E q u a t i o n s :  ^ + F . = 0  ( D . 1 )
- T h e  S t r e s s - S t r a i n  R e l a t i o n s :  a  = C.  e ( D . 2 )
i j  1 j  k I k I
- T h e  L i n e a r  S t r a i n - D i s p I a c e m e n t  R e l a t i o n s :
e . . = i ( u ■ . + u . . ) ( D . 3 )
i J 1 »J J > 1
- T h e  C o m p a t i b i l i t y  E q u a t i o n s :
e i j , k l  + e k I , i j  "  e i k , j  I "  E j  I , i k
( D . 4 )
w h e r e  a . .  = a . . ,  a n d  e . . = e . . ( i , j  = x , y , z ) ,  a s s u m i n g
i J J 1 1 J J 1
t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  s t r e s s  a n d  s t r a i n  t e n s o r s .
F r o m  a s s u m p t i o n  ( 2 )  b e l o w  f o r  i n - p l a n e  d i s p l a c e ­
m e n t s  we h a v e :
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u ( x , y , z )  = u ( x , y )  + z a ( x , y )
and ( D . 4 b )
v ( x , y , z )  = v ( x , y )  + z 3 ( x , y )
w h e r e  u a n d  v a r e  t h e  i n - p l a n e  m i d d l e  s u r f a c e  ( z  = 0 ) o o r
d i s p l a c e m e n t s ,  a n d  a  a n d  3  a r e  r o t a t i o n s  a s  y e t  u n d e f i n e d .
I f ,  wh e n  s u b j e c t e d  t o  a l o a d  p = p ( x , y ) ,  t h e  d e ­
f l e c t i o n  o f  t h e  t h i n  p l a t e  i s  s m a l l  c o m p a r e d  t o  i t s  t h i c k ­
n e s s ,  t h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  a t t r i b u t e d  t o  K i r c h h o f f  
ma y  be  m a d e :
( 1 )  T h e  m i d d l e  p l a n e  r e m a i n s  c o n s t r a i n e d .  T h i s  a s s u m p -
n e g l e c t e d  i n  t h e  s t r e s s - s t r a  i n r e l a t i o n s .  T h e r e f o r e ,
A s s u m p t i o n s  o f  T h i n  P l a t e  T h e o r y  ( h <£ < L x , L )
t i o n  w i l l  ma k e  i t  u n n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t h e  e q u i ­
l i b r i u m  o f  t h e  f o r c e s  a c t i n g  on  t h e  e l e m e n t  o f  t h e
p l a t e  i n  t h e  x -  a n d  y - d i r e c t i o n s .
( 2 )  T h e  n o r m a l  s t r a i n  e i n  t h e  z - d i r e c t i o n  i s  s m a l l
z z
e n o u g h  t o  be  n e g l e c t e d ,  a n d  t h e  n o r m a l  s t r e s s  a
i s  s m a l I  c o m p a r e d  t o  a x x  a n d  O y y  s o  t h a t  i t  c a n  be
e  =  sLTL = J _ (  a  -  v a  ) ;
x x  Q x  £ x x  y y
e =  a y .  =  l ( o v a ( D . 5 )
y y  ^ y  E y y XX
( 3 )  T h e  n o r m a l s  t o  t h e  m i d d l e  p l a n e  b e f o r e  b e n d i n g  r e ­
m a i n  n o r m a l  t o  t h i s  p l a n e  a f t e r  b e n d i n g .  T h i s  m e a n s  
t h a t  t h e  o u t - o f - p l a n e  s h e a r  s t r a i n s  a r e  s m a l l  e n o u g h
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t o  be n e g l e c t e d .  T h e r e f o r e ,
i , 3 u  a w N „  i , a v  a w x n=  a (  r —  +  r — ) ^  0 ; e  =  r -  +  ) %  0x z  a z  a x  y z  3 z
( D.  6 )
T h e  o n l y  s h e a r i n g  s t r a i n  i s :
e  =  |  ( ~ u-  +  ^ 0  ( D . 7  )x y  a y  a x
E q u a t i o n s  ( D . 5 )  t h r o u g h  ( D . 7 )  e x p r e s s  t h e  f a c t  
t h a t  a l I  t h e  s t r a i n s  a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  a l I  t h e  s t r e s s e s ,  
c a n  be  w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  t h e  d e f l e c t i o n  w o f  t h e  m i d d l e  
p l a n e .  F o r  e x a m p l e ,  Eq . ( D . 5 )  e x p r e s s e s  t h e  f a c t  t h a t  w
i s  o n l y  a f u n c t i o n  o f  x a n d  y ,  i . e . ,
w = w ( x , y ) ( D . 8 )
I n t e g r a t i n g  E q s .  ( D . 6 ) ,  we g e t
u = - z + f  ( x , y ) ( D . 9 )
□  X |
Now f  a n d  f ^ a r e  t w o  f u n c t i o n s  w h i c h  r e p r e s e n t  d i s p l a c e ­
m e n t s  i n  t h e  m i d d l e  p l a n e  a n d ,  a c c o r d i n g  t o  o u r  f i r s t  
a s s u m p t i o n  a b o v e ,  t h e s e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  n e g l i g i b l e .  T h u s
S  w . a wu = - z  — —  a n d  v = - z  -sa—  ( D . 1 1 )
s x  a y
S u b s t i t u t i n g  E q s .  ( D . 1 1 )  i n t o  E q .  ( D . 5 )  a n d  ( D . 6 ) ,
w e  g e t : 2
e  = - z  ~ ~ ( a  -  v a  ) ( D . 1 2 )
x x  e  x x  y y
2
e  = - z - ^ - “  - ~ ( a  - v a )  ( D . 1 3 )
y y  Q y 2  E y y  x x
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2
Q i  w 1
e  =  - z  - —  =  —  a  ( D .  1 4 )
x y  a x  3 Y  2 G x y
S o l v i n g  f o r  t h e  s t r e s s e s ,  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s  a r e  
o b t a  i ne  d :
a  =  — — - ( e  +  v e  ) = — — ~ z (  r  +  v  ^  ^ ) ( D . 1 5 )
X X  1 - v  x x  y y  ! _ v 2  ^ 2  d y 2
2 2
a  = — ~ ~ y (  e  +  v e  ) = — ^  z  ( +  v  ) ( D . 1 6 )yy 1 - V  yy xx ^ 2  ^ y2 a x 2
2
a  = 2 G  e  = -  1— —  z  - ( D . 1 7 )
x y  x y  1 - v 2  a x  a y
T h u s ,  a t  a a i v e n  p o i n t ,  a  , a  a n d  a  v a r y  l i n e a r l y
x x y y x y
w i t h  z .
L o o k i n g  b a c k  a t  t h e  p r e v i o u s  a s s u m p t i o n s ,  we s e e
t h a t  t h e  s t r e s s e s  c a n  be  g r o u p e d  i n t o  t h r e e  c l a s s e s :  t h e
s t r e s s e s  p a r a l l e l  t o  t h e  m i d d l e  p l a n e  o f  t h e  p l a t e  a  ,
X X
a  a n d  a  ; t h e  t r a n s v e r s e  n o r m a l  s t r e s s  a  . a n d  t h e  y y x y  z z
a z i s  o f  t h e  o r d e r
o f  m a g n i t u d e  o f  p ,  w h i c h  r a r e l y  r e a c h e s  v a l u e s  h i a h e r  t h a n
5 0  p s i .  I t  u s u a l l y  v a r i e s  b e t w e e n  1 a n d  10 p s i .  T h i s  i s  
n e g l i g i b l e  c o m p a r e d  t o  t h e  h u n d r e d s  o f  p s i  r e a c h e d  b y  a
X X
a n d  a  . T h e  t o t a l  t r a n s v e r s e  l o a d  o f  t h e  p l a t e  i s  o f  t h e
yy o
o r d e r  o f  p L . F o r  e q u i l i b r i u m ,  t h i s  l o a d  m u s t  be b a l a n c e d
b y  t r a n s v e r s e  s h e a r  f o r c e s  o f  t h e  o r d e r  o f  o  Lh o r  a  L h .
x z  y z
T h e r e f o r e ,  a  a n d  a  a r e  o f  t h e  o r d e r  o f  p ( L / h ) .  I f  we 
x z  y z
c o n s i d e r  t h e  b e n d i n g  o f  a s t r i p  o f  t h e  p l a t e  o f  u n i t  w i d t h ,
2
t h e  b e n d i n g  m o m e n t  i s  o f  t h e  o r d e r  o f  p L  a n d  t h e  r e s i s t i n g
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m o m e n t  i s  o f  t h e  o r d e r  o f  c  h o r  a  h . T h e r e f o r e , a  ,
x x  y y  x x
ct ( a n d ,  i t  i s  a s s u m e d ,  a  a l s o ) ,  a r e  o f  t h e  o r d e r  o fy y  x y
2
p ( L / h )  . T h u s ,  s i n c e  L / h  i s  r e l a t i v e l y  l a r g e  f o r  t h i n
p l a t e s ,  t h e n  a  , a  a n d  a  a r e  g r e a t e r  t h a n  a  a n d  a  , 
x x  y y  x y  x z  y z
a n d  mu c h  q r e a t e r  t h a n  a  . S i n c e  a  , a  a n d  a  a r e  a z z  x z y z  z z
r e l a t i v e l y  s m a l l ,  o u r  n e g l e c t i n g  o f  t h e i r  e f f e c t s  on  t h e  
d i s p l a c e m e n t  w i s  q u i t e  j u s t i f i e d .
De r i v a t i o n o f  t h e  Eq u i I i b r  i urn E q u a t i  o n s  f o r  a_ P l a t e
T h e  f i g u r e  b e l o w  s h o w s  t h e  p o s i t i v e  d i r e c t i o n s  o f  
s t r e s s  q u a n t i t i e s  t o  be  d e f i n e d  w h e n  t h e  p l a t e  i s  s u b ­
j e c t e d  t o  l a t e r a l  a n d  i n - p i a n e  l o a d s .
A  z +
Y  P *
A/ x
y
F i g u r e  D .1 
P l a t e  e l e m e n t
2 0 0
h / 2  h / 2w h e r e
M = i  a  z d z a n d  M = [ a  z d z  ( D . 1 8 ) , ( D . 1 9 )
x J  x   y 1 y
- h / 2  '- h / 2
h / 2  h / 2
/ a  z d z  a n d  M = (x y  ------- y x  J o  z dz  ( D . 2 0 ) , ( D . 2 1 )  x y J   y  J y x- h / 2  - h / 2
S i m i l a r l y  t h e  t r a n s v e r s e  s h e a r  e l e m e n t s  a r e  d e f i n e d  a s :
h / 2  h / 2
Q = f  o d z ;  Q = dz  ( D . 2 2 ) , ( D . 2 3 )
x J  x z  y J y z
- h / 2  - h / 2
F i n a l l y ,  t h e  i n -  p l a n e  s t r e s s  r e s u l t a n t s  a r e  d e f i n e d  a s :  
h / 2  h / 2
N = j  a  d z ;  N = f a  dz  ( D . 2 4 ) , ( D . 2 5 )
x  J  x  y j  Y
- h / 2  - h / 2
h / 2  h / 2
N J a  d z ;  N j  a  dz  ( D . 2 6 ) , ( D . 2 7 )
x y  J  x y  y x  i y x
- h / 2  <  -■h/ 2
T h e  p r o c e d u r e  f o r  o b t a i n i n g  t h e  g o v e r n i n g  e q u a ­
t i o n s  f o r  p l a t e s  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  o f  e l a s t i c i t y  i s  t o  
p e r f o r m  c e r t a i n  i n t e g r a t i o n s  on  t h e m .  To  p r o c e e d ,  we
d e f i n e :  x  = a  ( + h / 2 ) ;  x  = a  ( - h / 2 ) .  R e c a l l  a  = a  ;
1 x x z 2 x x z i j  j i
m u l t i p l y  E q .  ( D . 1 )  b y  ( z  d z )  a n d  i n t e g r a t e  f r o m  - h / 2  t o  
+ h / 2 ; we h a v e :
h / 2
S ° x & axv  S ° x z  .
z    + z  -x-^-  + z  —  \ d z  = 0
■h/ 2 c i  x ^ y )
U p o n  i n t e g r a t i o n ,  we o b t a i n
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x x y h_
+ + ( T , + x 9 ) -  Q = 0  ( D . 2 8 )
S x  ^  y 2 1 x 2  x x
L i k e w i s e  f r o m  Eq . ( D . 1 ) ,  we c a n  o b t a i n :
9 i  M ^  M
■ — < T  ■ .
1 y 2 y y
lvl
* £  + ------- 1  + i L ( i  + x ^  ) -  o, ,  = 0 ( D . 2 9 )
x j ^ y  2
w h e r e
x .  = o  ( + h / 2 ) ;  x 0 = a  ( - h / 2 )
1 y y z  2 y y z
L o o k i n g  a g a i n  a t  E q .  ( D . 1 ) ,  we c a n  w r i t e :
^ ° x z  ^ a y z  & a z-------   + ----------+   ^ Q
a y  a z
M u l t i p l y i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  by  d z ,  a n d  i n t e g r a t i n g  f r o m  
( - h / 2 ) t o  ( +  h / 2 ) ,  we o b t a i n :
 *  + -------  + P ( x , y ) -  P ( x , y ) = 0 ( D . 3 0 )
£ y  1 2
w h e r e
P ( x , y ) = c^C + h / 2 ) ;  P2 ( x , y )  = a ^ - h / 2 )
S i m i l a r l y  f r o m  E q .  ( D . 1 )  we c a n  w r i t e :
B a x ^ o z x  S ° X y & ° y  ^ a zy
+ +   = 0 ; + + ~ u
^ x  £ y  ^ z  B x  ^ y  3 z
M u l t i p l y i n g  e a c h  o f  t h e s e  b y  d z  a n d  i n t e g r a t i n g  f r o m  ( - h / 2 )  
t o  ( +  h / 2 ) i n  t h e  x -  a n d  y -  d i r e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y ,  we 
o b t a i n :
® NX
+ +  ( x ,  - t 9 ) -  0 ;  +  +  ( T , “ X 9 ,  ^ 0
3  x ^  y x x  y /
( D . 3 1 ) , ( D . 3 2 )
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D e r i v a t i o n  o f  P l a t e  M o m e n t  -  C u r v a t u r e  R e l a t i o n s
ci_ri_d_ I n t e q  r a t e d  S t r e s s Re s u I t  a n t  D i s p l a c e m e n t  Re l a t i o n s  
We h a v e  f r o m  E q s .  ( D . 2 )  a n d  ( D . 3 ) :
f a  -  v ( a  + a  ) j  a n d  e  =  i (  ^ -v  +  ^ - - - )
I  x y 2 J yz  a z
C o m b i n i n g  t h e s e  t w o  e x p r e s s i o n s ,  a n d  r e m e m b e r i n g  t h a t  
a  = 0  i n  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  p l a t e ,  we o b t a i n :
z
au 1 r "\ av 1 r i (d.33) , =  -  o  -  v a  ; =  —  l a  -  v a  ’x  y j  a y  E [  y x jd x  E 1. X yJ ' a v  E 1 y  ( D . 3 4 )
i / S  u S  v . 1 i , S  v ^  w . 1 ( D . 3 5 ) ,+ -*•— ) _ _ _  a  . + ) _ _ _  Q
a y  a x  2G x v a z  a y  y z  ( d . 3 6 ) ,
( D . 3 7 )
i ( a_w + a u . )  = - 1 -  o 
a x  a z  2G x z
No w,  u s i n g  E q s .  ( D . 8 ) a n d  ( D . 1 1 ) ,  n o t i n g  e = e = 0 ,
x z y z
we o b t a i n  f r o m  E a .  ( D . 3 ) :
a  u a w  a  v a  w
-  a n d  = -
d z  a x  B y
H e n c e ,  f r o m  E q .  ( D . 4  b ) , we f i n d :
a  = -  ; 3 = -  ( D . 3 8 ) ,
d x  a y  (D . 39 )
Now u s i n g  E q s .  ( D . 8 ) ,  ( D . 1 1 ) ,  ( D . 3 3 ) ,  ( D . 3 4 ) ,  a n d  ( D . 3 5 ) ,
m u l t i p l y i n g  by  ( z  d z )  a n a  i n t e g r a t i n g  f r o m  ( - h / 2 ) t o  ( +  h / 2 ) ,
we o b t a i n :
h / 2  h / 2  h / 2
J z d z  + J  z 2 d z  = / 7 - f a  - v a  1 z dz  ( D . 4 0 )







z d  z + ;
2  a _ § .  
a y
d z
- h / 2
h / 2
- h / 2
z d z ( D . 4 1 )
h / :
I
- h / 2
h / 2
a u a v0  o 0  o
( a y  + a x ) z d z + /
- h / 2
h / 2
2 a a  + 2 a  (3
(z a y  z a x )dz =
I
la  zd z
G x y
- h / 2
( D . 4 2 )
I n t e g r a t i n g  E q s .  ( D . 4 0 ) ,  ( D . 4 1 ) ,  a n d  ( D . 4 2 ) ,  u s i n g  E q s .
( D . 3 8 )  a n d  ( D . 3 9 )  y i e l d s :
i l l  1
12 Q x t  [ Mx  -  V M y ]
h 3 A  2h a w
12 2 a x
( D . 4 3 )
h 3 a p 1
12 a y  E '  v M x J
, 3  2
h a  w
1 2 2 
a y
( D . 4 4  )
h  , a  a + a  3




x y  
w h e r e :
( 1 - v ) B
G =
2
a  w 
ax ay
E
2 ( 1 + v  )
a  w
a x  a y
b  =
Eh
1 2 ( 1  —v  )
( D . 4 5 )
( D . 4 6 )
S o l v i n g  E q s .  ( D . 4 3 )  a n d  ( D . 4 4 )  f o r  M a n d  M r e -  3 ^ x  y
s u i t s  i n :
Mx = - B [
,  2 o  w




My = - B
r  2  2
3  W S  W
 2  +  v  — 7
ay
( D . 4 7 ) , 
(D . 4 8  )a x ^  £ y
E q s .  ( D . 4 6 ) ,  ( D . 4 7 ) ,  a n d  ( D . 4 8 )  a r e  k n o w n  a s  t h e  M o m e n t
C u r v a t u r e  R e l a t i o n s , a n d  B i s  t h e  f l e x u r a l  s t  i f  f  n e s s  o f  
t h e  p l a t e .
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L i k e w i s e ,  s u b s t i t u t i n g  E q s .  ( D . 4 6 ) ,  ( D . 4 7 ) ,  and
( D . 4 8 )  i n t o  E q s .  ( D . 2 8 )  a n d  ( D . 2 9 )  y i e l d s :
w h e r e
^  , 2 h . n
—  (V w)  + 2 ] x  2 x  ’ Qy
^ 2  h
£ y ^  w)  + 2 ( T 1 y + x 2 y )
( D . 49  ) , 
( D . 5 0 )
W — o
d x d Y
A l s o ,  u s i n g  E q s .  ( D . 8 ) a n d  ( D . 1 1 ) ,  s u b s t i t u t i n g  
t h e m  i n t o  E q s .  ( D . 3 3 ) ,  ( D . 3 4 ) ,  a n d  ( D . 3 5 ) ,  m u l t i p l y i n g
t h r o u g h  b y  dz  a n d  i n t e g r a t i n g  f r o m  ( - h / 2 ) t o  ( + h / 2 ) y i e l d s :






( D . 51 ) , (D




w h e r e  K  Eh___
( 1 - v  2 )
( D . 5 3 )
E q s .  ( D . 5 1 )  -  ( D . 5 3 )  d e s c r i b e  t h e  i n - p l a n e  f o r c e s  a n d  d e ­
f o r m a t i o n  b e h a v i o r .  K i s  t h e  e x t e n s i o n a l  s t i f f n e s s .
De r i  v a t  i o n o f  t h e  G o v e  r  n i n q Eq u a t  i o n s  f o r  a_ P l a t e
T h e  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  t h e  l a t e r a l  d e f l e c t i o n s  
b e n d i n g  a n d  s h e a r i n g  a c t i o n  o f  a p l a t e  a r e :
E q s .  ( D . 2 8 ) ,  ( D . 2 9 ) ,  ( D . 3 0 ) ,  ( D . 4 7 ) ,  ( D . 4 8 ) ,  a n d  ( D . 4 6 )
T h e  e q u a t i o n s  g o v e r n i n g  t h e  i n - p I a n e  s t r e s s  r e s u l t ­
a n t s  a n d  i n - p I  a n e m i d s u r f a c e  d i s p l a c e m e n t s  a r e :
E q s .  ( D . 3 1 ) ,  ( D . 3 2 ) ,  ( D . 5 1 ) ,  ( D . 5 2 ) ,  a n d  ( D . 5 3 )
F i r s t  n o t e  t h a t  t h e  p l a t e  c a n  t e l l  o n  J__y_ t h e  d i f f e r ­
e n c e  b e t w e e n  n o r m a l  t r a c t i o n s  o n  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  s u r ­
f a c e s .  H e n c e  we d e f i n e :
52  )
205
P ( x , y )  -  P ^ ( x , y ) — P ( x , y ) ( D . 54  )
S u b s t i t u t i n g  E q s .  ( D . 2 8 )  a n d  ( D . 2 9 )  i n  E q .  ( D . 3 0 )  r e s u l t s  
i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r  t h e  c a s e  o f  n o  s h e a r  s t r e s s e s  on  t h e  
u p p e r  a n d  l o w e r  s u r f a c e s  o f  t h e  p l a t e :
& 2 m
+ 2 ,XI 1 .2 + p ( x , y ) = 0
B  x B x  B y  ^ y '
S u b s t i t u t i n g  E q s .  ( D . 4 7 ) ,  ( D . 4 8 ) ,  a n d  ( D . 4 6 )  i n t o  t h i s ,
we g e t  t h i s  r e s u l t :
- B 3  4^ x 4 + v  9 2 2 (  1 - v ) B —  W ■ ■ -  B 
3 x 2 3 y 2
8 4 w
L 3 y 4
+  V
- >4a  w
2 2
B x  a y ^ J
+ p ( x , y ) = 0
o r
4 ^ 4c* w + 2 O  w + a  VL
^  4 -n 2 " 2 4a x  a x ^ y  a y j
= p ( x , y ) ( D . 55  )
o r
V w = p ( x , y )
w he r e
2 A 2 ( ) ^ 2 ( ) 4 2 2
V ( ) -  ~ + 7 a n d V ( ) = V ( V ( ) )
3  x a y
E q .  ( D . 5 5 )  c a n  n ow be  u s e d  t o  d i s c u s s  s o me  o t h e r
3 , 2
s i m i l a r  e q u a t i o n s .  W i t h  B = Eh / 1 2 (  1 - v  ) ,  E q .  ( D . 5 5 )  i s :
Eh'




A  4 O  w ~ , 4 ' a  w
2-.  2 4 o x  a y  a y  .
= P ( x , y  ) ( D . 5 5 b  )
a  < )L e t t i n g  -^=-3— L = 0 ;  v  = 0 a n d  m u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  o f  
B  y
E q .  ( D . 5 5 )  b y  b ,  we o b t a i n :
2 0 6
u u 3 r ^ 4 i  d e f  •
 1 ------- — I = b p ( x  ) "ZZZ q ( x ) ( D . 56  )
1 2  U * M  -
T h i s  i s  t h e  g o v e r n i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r  a_ b e a m , 
w h e r e  b = b e a m w i d t h ,  I  = ( b h ^ ) / 1 2  f o r  a r e c t a n g u l a r  b e a m ,
a n d  q ( x )  = l o a d  p e r  u n i t  l e n g t h  o f  b e a m .
F o r  a v i b r a t  i nq e l a s t i c  p I a t e  , an i n e  r t  i a I I o a d  
p e r  u n i t  p l a t f o r m  a r e a  i s  a d d e d  a s  an  e q u i v a l e n t  f o r c e  p e r  
u n i t  a r e a ,  r e s u l t i n g  i n :
2
4  3  w
B V  w = p ( x , y , t )  -  p h  ~
3 t z
w h e r e  p  = m a s s  d e n s i t y ;  t h e r e f o r e  ph  = M = p l a t e  m a s s .
F o r  a v i b r a t i n g  v i s c o e I  a s t  i c p l a t e , we a d d  a d a m p -
w
 . Now l e t t i n g  w —*  u , a n d  p — ► f ,  we o b t a i n
3 t
4  a 2  . a
( B V  +  M  r  + M H  - T p  u = f





A P P E N D I X  E
I MPUL SE G R E E N ' S  F U NC T I ON  ( 1 7 )
T h e  i m p u l s e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  c a n  b e  f o u n d  f r o m  
t h e  g e n e r a l  d a m p e d  v i s c o e l a s t i c  m e d i u m  e q u a t i o n  w i t h  
i m p u l s i v e  f o r c i n g  f u n c t i o n :
d i d  2 "1
( E .  1)
w h e r e ,  f o r  o u r  p l a t e :
2 B , 4  E h 3 k 4
1 2 M ( 1 - v  )
and
L e t t i n g :
oo
dco
i oo ( t  - t  ' )
g ( t  - 1  ' ) = I —  e 





-  ioo( + - t ' )
G ( go) = |  d ( t - t ' ) e  g ( t - t ' )
( E . 2 )
and oo
i oo ( t  - t  ' )




We h a v e :
( E . 3 )
oo
dco i c o ( t - t ' ) r  2
2 n e co +  i r j  co+ go "j G ( go) -
oo
dco I go  ^ 4" — +  ’ )





-co2  + i ' i co + co^
G 1 Cqj ) + i G 1’ ( t o ) ( E . 5 )
T h e r e f o r e ,
g ( t  - 1  ' )
oo oo
dto 
2 Tt G ' (to ) + i
dto ico ( t  - t  ' )
2ji s G ' 1 (oo )
oo -'o o ( E . 6 )
w h e r e ,  f r o m  E q .  ( E . 5 ) ,  a n d  u p o n  m u l t i p l y i n g  b o t h  n u m e r a t o r
2 2 ,  
a n d  d e n o m i n a t o r  b y  ( - t o  + t o  ) -  i ' Jt o,  we h a v e :
n
2
“CO + t o ,
G ' (to )
and
2 2 2 2 2 
( -CO +G0 ) + CO
n
_ , . -  ' I  to
G (to ) -  2  T T  ' T T
( -<o + to ) + q  to
n
We n ow h a v e




d to i oo< + - t  T ) 
2 Tt e
( - to + CO ) n
2 2 2 .2 2 
( -  CO + CO ) +  q  CO
oo
r




-  1 to
2 2 2 ,2 2 
( -  to + to ) + q  to
n
(E . 7 )
w h e r e :
q ( t - t ' )  = g ’ ( t - t ' )  + i a "  ( t - 1 1 ) ( E . 8 )
T o  e v a l u a t e  g ' ( t - t ' )  we m u s t  p e r f o r m  a c o n t o u r
i n t e g r a t i o n ;  c o n s i d e r :
2  2  i z ( t - t  ' )
( -  z + ton ) e d z
, 2 2 > J 2  2( - z  + to ) + q  z 
C n
( S e e  f i g u r e  o n  n e x t  
p a g e  )
2 0 9
i ©
w h e r e
z = Re 
We h a v e  p o l e s  a t  :
and
| 0
d z = i Re d®
2 o 2 2 ,  4 ^ J 2 2 -  ez -  2 co z + c o  + < i z -  0
n n
o r f  2 ,2 r  4 2 2 .4
| ( 2 c o n - rl ) + l_( 4 “ n " 4cj0nH + n  ) - 4 m
4 V
2 d 2 <1
w n " 2 < J J + 2 <^>
o r
and
z = + a + i b J w h e r e :  a
F i n d :
b = 2
Res  ( a+  i b ) =
| ~- (  a+  i b ) + con j e
2 2 ~ [  i ( t  - t  ’ ) ( a + i b )
Re s ( — a + i b )
[ -
8 a b ( i a - b  )
2 2 -. i ( t - t f ) ( - a + i b )
( -  a + i b ) + co I e
n 1
Re s  ( -  a - i b ) =
8 a b ( i a + b ) 
]2  2 ~\ i ( t  — t T ) ( —a — i b )a -  i b ) + con I e
8 a b ( - i a + b )
2  2 l  i ( t  —+ * ) ( a — i b )
Re s  ( a -  i b ) =
( a -  I b ) + con j e




S i m I
2 1 0
( t - t ' )  >  0  u s e  C i , a n d  f o r  ( t - t ' )  <  0 u s e  C ^ ,  w h e r e :
( t - t  ' ) >  0 ,
■'[
2 n i I Re s  ( a + i b )  + Re s  ( — a + i b )
2n  i
•b ( t - t  ' )
8 a b
{ - ( a + i b ) 2  + G>p j ( -  i a -  b ) j a ( t - t  ' )
a 2 + b 2
2 2 
i " - ( - a + i b )  + co l ( - i a  + b )
1 n f  - i a ( t - t ' )
e2 2 
a + b
- b ( t - t  »)
=  2 tc  i  --------  — - --------------- ( -  i  )
8 a b
i a ( t - t  ' ) - i a ( t - t  ' )
e -  e
r
0
n A - b ( t - t ' )
— — e s i n  a ( t - t ' ) ;
2 a b
f o r  ( t - t ' )  >  0
1
l a r l y ,  f o r  ( t - t ' )  <  0 , 




- i a ( t - t  ' ) j  + i a ( t - t
t ”1
n ' i  b ( t - t  ' )
s i n  a ( t - 1 ' )
2 a b
T h e r e f o r e ,  f o r  a l l  ( t - t ' )
2 1 1
g * ( t - t  ' ) = 2n
JE
2 a b
±  _ b | t - t  ' | . ,
, e s i n  a | t  —1 ' (
1
r 2 i  2i* 
2 |_“ n -  2  J
- b - t d
s i n
( E . 9 )
S i m i l a r l y ,  t o  e v a l u a t e  g " ( t - t ' ) ,  we p e r f o r m  a c o n t o u r  i n t e ­
g r a t i o n ;  c o n  s i de r  :
(i
f  + i z ( t - t ' )
z e d z
2 2 2 2 2 ’ w i t h  p o l e s  a t :
( -  z +0) ) + '■j z
n
z = +
f  2 A 2-j {  r{
Ico + ( 2") I + i ( ~ )  -  + ( a + i b )
H e r e ,
R e s  ( a + i b )
- i + i ( t - t  ’ ) ( a +  i b )
8 a b e
Re s  ( - a + i b )




+ i ( t - t 1 ) ( - a + i b )
+ i ( t  — t T ) ( —a — i b )
; + i ( t - t ' ) ( a - i b )
Re s  ( a -  i b ) = e
8 a b
f o r  ( t - t 1 ) >  0 , u s e  C ^ ,  a n d  f o r  ( t - t ' )  <  0 , u s e  C ^ ,  w h e r e
r






( _ j )  - b ( t - t  ' ) ) i a ( t - t ' )  -  i a ( t - t
2n  i    e I e -  e




- b ( t - t ' )
s i n  a ( t - t ' ) ;  f o r  ( t - t ' ) >  0
S i m i l a r l y ,  f o r  ( t - t  ' ) <  0 :
r  .  b ( t  -  t




- a ( t - t  ' ) a ( t - t ' )




b ( t  - 1  ' )
s i n  a ( t - 1  ' )
T h e r e f o r e ,  f o r  a l l  ( t - t ' ) :
i n  - b  11 — t  ' |
g "  ( t  - 1  ' ) = 2 tx I 2 a b s i n  a ( t - 1  ' )]
s i n  ( t - t ' )
( E . 1 0 )
C o m b i n i n g  E q s .  ( E . 9 )  a n d  ( E . 1 0 ) ,  we h a v e :
g ( t - t ' )  = g ' ( t - t ' )  + i g " ( t - t ' )
f  - ( t - t ' ) '
r  2 i  2 T 2
s i n  J ; f  o r  ( t  - 1 ' ) 0
( E . 11 )
0 ; f o r  ( t - t  ' ) 0
o r ,  n o t i n g :
C = ——  ; we h a v e :  
2 “ n
T h e r e f o r e ,  we c a n  now w r i t e :
- ! ( + - + '  ) r  2 2 " I "
e 2 s i n  ( + - + ' )  I con ( 1 - £  M
g ( t - t ' )  = r i ( t - t ' )  -------------------
( E . 1 2 )
w h e r e :
r) ( t  - 1  ' ) =
1 ; t  >  t  '
0  : t  •< t  '
g "  ( t  - 1  ' )
( a ) Od d  p a r t .
g ( t - t  ' )
( b ) E v e n  o a r t  .
F i g u r e  E . 1  ( 1 8 )
G r e e n ' s  f u n c t i o n  
i n  t i m e  doma  i n .
( c )  Sum o f  o d d  a n d  e v e n  p a r t s .
2 1 4
G "  ( c o )
( a )
Od d  P a r t .
G ' ( c o )
( b )
E v e n  P a r t .
F i g u r e  E . 2  ( 1 8 )




F i g u r e  E . 3  ( 1 8 )
A b s o l u t e  v a l u e  o f  G r e e n ’ s f u n c t i o n  
i n  f r e q u e n c y  d o m a i n .
2 1 6
A P P E N D I X  F
D E T E R M I N A T I O N  OF THE T E MPE RA T URE  DEPENDENT A T T E N U A T I O N  
CONSTANT ) FOR THE T RA NS V E RS E  V I B R A T I O N  OF PL AT ES
4
n e u t r a I  
s u r f a c e
-  z
F i g u r e  F . 1
B e n t  p l a t e .
We w i l l  s e e  t h a t  , t h e  t o t a l  a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t  
f o r  t r a n s v e r s e  p l a t e  v i b r a t i o n s ,  h a s  t w o  p a r t s ,  i . e . ,
i T * i v . I < F - n
w h e r e  /"I i s  t h e  w e l l - k n o w n  v i s c o u s  p a r t '  o f  t h e  a t t e n u a -  
Vt i o n  c o n s t a n t ,  a n d  ' j  ^  i s  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n t  p a r t .
2
T o  b e g i n  w i t h ,  we i n d i c a t e  t h a t  1 /  K = 1 / K - T c x  / C
AD p
r e s u l t s  i f  we u s e  t h e  M a x w e l l  R e l a t i o n  w i t h i n  t h e  a p p r o p r i ­
a t e  J a c o b i a n  t r a n s f o r m a t i o n :
2/_BVx _ S(v,s) act.p) _ .av, t av
F ci  p ' rv f ~r d i - ^ . e c p i   ^ p '  + n '
P
k a p  '  a ( T » p )  a p T c  l ^ tAL) ^ i ^
2 1 7
w h e r e :
, a V . 1  J , J B V .
B P  T K a n d  B T  p 01
S t a r t i n g  w i t h  E q s .  ( 4 . 6 ) ,  ( 4 . 7 )  a n d  ( 6 . 8 ) o f
E r i n g e n  ( 7 )  ( p a g e s  1 1 7 8 - 7 9  a n d  1 1 8 0 ) ,  a f t e r  s o me  a l g e ­
b r a i c  m o d i f i c a t i o n s ,  we o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  
f o r  t h e  d i s s i p a t e d  e n e r g y  p e r  u n i t  v o l u m e  a n d  p e r  u n i t  
m a s s :
e d i s s g  - f <VT ' 2 -  2 n ( u i k ' y 6 i k uj f j  2 ~ Cuw
( F.  2 )
w h e r e  T i s  t h e  t e m p e r a t u r e ,  h  i s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e r ­
ma l  c o n d u c t i v i t y ,  K i s  t h e  p l a t e  b u l k  m o d u l u s ,  a. i s  t h e  
c o e f f i c i e n t  o f  t h e r m a l  e x p a n s i o n ,  r| a n d  £ a r e  t h e  t w o  c o ­
e f f i c i e n t s  o f  v i s c o s i t y ,  V i s  t h e  v o l u m e ,  P i s  t h e  p r e s s u r e ,
S i s  t h e  e n t r o p y ,  C i s  t h e  s p e c i f i c  h e a t  a t  c o n s t a n t  p r e s -
P
s u r e ,  6 . ,  i s  t h e  K r o n e c k e r  d e l t a ,  V i s  t h e  d e l  o p e r a t o r ,
I K
u i s  t h e  t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t  o f  a p o i n t  on  t h e  n e u t r a l
s u r f a c e  o f  t h e  p l a t e  ( s e e  F i g .  F . 1 ) ,  u . ,  i s  t h e  s t r a i n  t e n -
i k
3  u j B  u k
s o r  = 5 + “quT' > a n d  u Sl$ ~ ( B  Uj)/(3 x ) i s  t h e  sum o f
t h e  d i a g o n a l  e l e m e n t s  o f  t h e  s t r a i n  t e n s o r , a n d  t h e  d o t s  ( ' )  
a b o v e  u . ^ a n d  u ^  r e p r e s e n t  d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  
t o  t i m e .
I n  o r d e r  t o  e x t r a c t  t h e  d e s i r e d  i n f o r m a t i o n  p r e ­
s c r i b i n g  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n t  p a r t  o f  t h e  a t t e n u a t i o n  
c o n s t a n t ,  ' 'J y > ' +  ' s n e c e s s a r y  t o  u n d e r s t a n d  t h e  m a n n e r  i n
w h i c h  s o u n d  i s  d i s s i p a t e d  i n  i s o t r o p i c  s o l i d s .  T h e  t h e r ­
ma l  c o n d u c t i o n  p a r t  o f  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  i n  s o l i d s  i s :
2 1 8
2
= - ( h / T )  ( V T )  . On a c c o u n t  o f  v i s c o s i t y ,  an  a m o u n t  o f
e n e r g y  2 e  i s  d i s s i p a t e d  p e r  u n i t  t i m e  a n d  v o l u m e ,  s o  t h a t  
V
t h e  t o t a l  v i s c o s i t y  p a r t  o f  e  i s  - 2 e  . U s i n g  t h e  e x p r e s -
d i s s . V
2s i o n  o f  E r i n g e n  ( 7 )  ( 4 . 1 8 ) ,  e  = r) ( u ■ ^ -  ( 1 / 3 ) 6  u ^ )  +
• 2  V 
+ i S u j j j .  A d d i n g  t h e s e  t e r m s ,  we o b t a i n  E q .  ( F . 2 ) .  Of  t h e s e
t w o  p a r t s ,  h o w e v e r ,  t h e  t h e r m a l  c o n d u c t i o n  p a r t  i s  " a n o m a ­
l o u s l y  l a r g e "  f o r  p l a t e s  w h i l e  t h e  v i s c o u s  p a r t  " i s  o f  t h e  
u s u a l  o r d e r  o f  m a g n i t u d e "  a n d  t h e r e f o r e  " o n l y  t h e  f o r m e r  
n e e d  be  c a l c u l a t e d . "  ( 2 3 )
To  c a l c u l a t e  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n t  p a r t  o f  t h e  
a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t ,  we u s e  t h e  f a c t  t h a t  s o u n d  o s c i l l a ­
t i o n s  a r e  a d i a b a t i c  i n  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  ( 2 3 ) .  U s i n g  
t h e  e x p r e s s i o n  S ( T )  = S ( T  ) + Ka u ^ j j  , f o r  t h e  e n t r o p y ,  we 
c a n  w r i t e  t h e  a d i a b a t i c  c o n d i t i o n  So ( T q ) = Sq ( T )  + K a u ^ , 
w h e r e  T q i s  t h e  t e m p e r a t u r e  i n  t h e  u n d e f o r m e d  s t a t e .  E x ­
p a n d i n g  t h e  d i f f e r e n c e  Sq ( T )  -  Sq ( T o ) i n  p o w e r s  o f  ( T - T q ) ,  
we h a v e  a s  f a r  a s  t h e  f i r s t  o r d e r  t e r m s  S ( T ) -  S Q ( T Q ) =
= ( T - T  ) ( £ S / a T ) = CW( T - T  ) / T  , w h e r e  C i s  t h e  s p e c i f i co °  o °  o V o o ’ y "
h e a t  a t  c o n s t a n t  v o l u m e .
T h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  e n t r o p y  i s  t a k e n  f o r  u = 0 ;
i . e . ,  a t  c o n s t a n t  v o l u m e .  T h u s ,  ( T - T  ) = - T a K u ^ j / C y .  U s i n g  
a l s o  t h e  r e l a t i o n s h i p s :
2 2
K = K = C K / C  a n d  K / p = ( C - 4 / 3 C . ) ,
i s o .  V AD p AD L +
we c a n  w r i t e  t h i s  r e s u l t  a s :
2  2 
T o n f C i  -  ( 4 C + ) / 3 )
T -  T 0  = -   1_------------ un  ( F . 3 )
CP
2 1 9
w h e r e  a n d  a r e  t h e  l o n g i t u d i n a l  a n d  t r a n s v e r s e  v e ­
l o c i t i e s  o f  s o u n d  a n d  c a n  be  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  e l a s t i c  
c o n s t a n t s a s :
w h e r e  E i s  Y o u n g ' s  m o d u l u s  a n d  v  i s  P o i s s o n ' s  r a t i o .
L e t  u s  now c o n s i d e r  t h e  d i s s i p a t i o n  o f  t r a n s v e r s e  
s o u n d  w a v e s .  T h e  s o u n d  d i s s i p a t i o n  c o e f f i c i e n t  ( o r  a t t e n u ­
a t i o n  c o n s t a n t )  i s  d e f i n e d  ( 2 3 )  a s  t h e  r a t i o  o f  t h e  a b s o l u t e  
me a n  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  t o  t w i c e  t h e  me a n  e n e r g y  f l u x  i n  
t h e  w a v e .  T t i s  q u a n t i t y  g i v e s  t h e  m a n n e r  o f  v a r i a t i o n  o f
t h e  w a v e  a m p l i t u d e  w i t h  t i m e .  T h e  a m p l i t u d e  d e c r e a s e s  a s
e x p  [ - i ( t - t ' ) ]  . T h u s  we f i n d  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  f o r
t h e  t e m p o r a l  a t t e n u a t i o n  c o n s t a n t :
z =  E(  1 - y ) ___
L p ( 1 + v ) ( 1 - 2 v )
2 E
( F . 4 )
2 p ( 1 + v )
E
d i s s
I / 2 E
F r o m E q s .  ( F . 3 )  a n d  ( F . 4 ) ,  we h a v e :
T 2 2 
q r a d  T = V T  = v  d - T  ) = -  ( 3 C ,  -  4 C + ) V u . .o  3C L t  i i
T a E ( F . 6 )
3C ( 1 - 2 v )
P
a n d
u . . u + u + u
XX y y z z
_ z c ^ - £  _ z  & 2_£. +  z  ( & 2_S- +  Q u £ )




1 ) z a i c
B x 2
1 - 2 v
1 - v
) z , a _ £
B x 2
( F . 7 )
a n d
V u . .
i i
_ ( I _ 2 V ) v  
1 - v [■ £ ] ( F . 8  )
[ a L £3 x 2 J
2 3 2 3 2 3
b  e + z a  s  + ^ z _  a  q + z a  e + a_z a  s  + - . a s  
a x  o x 2 a x 3 a x 2 3 x 2a y  s z  a x 2 a x 2a z
= z ^
^  3 ^  2 a  x 3 x
\z «  ♦ .1 
L  a x  J  a x
w h e r e




u = -  z
X
3  s
( F .  9 )
( F . 1 0)
M o r e o v e r ,  we c a n  r e g a r d  t h e  p l a t e  a s  b e i n g  o f  i n f i n ­
i t e s i m a l  t h i c k n e s s ,  i . e . ,  a s  b e i n g  a g e o m e t r i c a l  s u r f a c e ,  
s i n c e  we a r e  i n t e r e s t e d  o n l y  i n  t h e  f o r m  w h i c h  i t  t a k e s  u n ­
d e r  t h e  a c t i o n  o f  t h e  a p p l i e d  f o r c e s ,  a n d  n o t  i n  t h e  d i s t r i ­
b u t i o n  o f  t h e  d e f o r m a t i o n  i n s i d e  i t .  T h e  q u a n t i t y  Q i s  
t h e n  t h e  d i s p l a c e m e n t  o f  p o i n t s  on  t h e  p l a t e ,  r e g a r d e d  a s  
a s u r f a c e  w h e n  i t  i s  b e n t .  ( 2 3 )
2 2
T h e r e f o r e ,  we c a n  l e t  a  c /  B x  a p p r o a c h  u , a n d
XX
we o b t a i n :
V T
Ta E
3 Cp ( 1 - v )
X X




r 2  2 c 2 T g. E __
2 2 9C ( 1 -v)
P
[u -  2 u + 1 x x x x ( F . 1 2 )
w h e r e
u = u c o s  ( k x  -  t o t )
x o x
u = u c o s  ( k x  -  cot )y ° y
XX
■ u k s i n ( k x  -  c o t )
o x
( F . 1 3 )
N o w ,  s u b s t i t u t i n g  f o r  u x a n d  u x x  f r o m  E q . ( F . 1 3 )
i n t o  Eq . ( F . 1 2 ) ,  we o b t a i n  f o r  ( E . ) :
d i s s T
( E
d i s s
)
k T c x 2 E 2
9 C 2 ( 1 - v ) 2 
P
I 2 2u c o s  ( k x - o o t )  -  2 u c o s ( k x - c o t )  o x  o x
] 2 2 2 + 1 1 u k s i n ( k x  - cot  ) d V o x
2 2 
w T a  E
2
9C ( 1 - v )
P
2 k 2  V°  — u  —
2 o x  2
( F . 1 4 )
2 2 2 
w h e r e  t h e  i n t e g r a l s  o f  s i n  , c o s  , a n d  s i n  c o s  g o  t o  z e r o ,
2
a n d  t h e  i n t e g r a l  o f  s i n  dV i s  VQ/ 2 .
A l s o ,  t h e  me a n  t o t a l  e n e r g y ,  E ,  i s  e q u a l  t o  t w i c e  
t h e  t o t a l  f r e e  e n e r g y  o f  t h e  p l a t e ,  F | , g i v e n  o n  p a g e  4 5 




2 4 ( 1  —v  )
;  a 2 s  a  





) 2 ( 1 - v ) ( 6 Z V
. ' ' Q x d y




c, 3 r r  _ 2
Eh * '  d x d y
1 2 ( 1 - v 2 ) J J  3 i x 2
2  N o w ,  f o r  r e a s o n s  s t a t e d  p r e v i o u s l y ,  we c a n
c  —
 a p p r o a c h  u , a n d  E b e c o m e s :
_  2 x x
o x
F  E h 3  . 2  , 2 A0
-  lj , k2 ox
1 2 ( 1 )
2
w h e r e  t h e  i n t e g r a l  o f  s i n  d x d y  e q u a l s  A / 2 .
Now ,
i  I  = I I / 2 E1 d i s s
T
o r  :
( 1 - v )











u k o x
° r  2
2 h T a  E ( 1 + v )
2 2
3C h ( 1 - v )
P
( F .  1 6 )
I e t
( F . 1 7 )
( F . 1 8 )
w h e r e  V / =  h .  o o
